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Introduction ge´ne´rale
1 Contexte et objectifs
L’anticipation et la correction a` temps des pannes et des de´faillances dues ge´ne´rale-
ment a` des anomalies dans les proce´de´s e´vitent sans doute la baisse de productivite´ des
processus industriels. En revanche, le moindre dysfonctionnement dans un processus peut
entraˆıner de lourdes conse´quences dans un monde e´conomiquement parlant tre`s concur-
rentiel ou` la qualite´ et plus particulie`rement le rendement sont des atouts cruciaux. En
l’occurrence, le ge´nie de l’homme qui est au service des besoins de celui-ci a e´te´ l’origine
des progre`s industriels durant les derniers sie`cles favorisant pour autant les essors des
industries a` risques. Celles-ci pre´sentent des dangers potentiels qui ont plus ou moins de´-
fraye´ la chronique en e´mergeant ainsi le monde dans un tourbillonnement de mesures sur
la pre´vention de tels risques. Outre les enjeux e´conomiques et ceux de la qualite´ des pro-
duits, il y a en re´alite´ d’autres inte´reˆts plus prioritaires afin d’assurer un fonctionnement
normal de processus. En effet, la de´tection ou meˆme l’anticipation d’une de´faillance au
de´but de son apparition peut e´viter de grands dommages et catastrophes. Par conse´quent,
la de´tection et le diagnostic de de´fauts des processus industriels repre´sentent un inte´reˆt
capital.
La connaissance profonde de la dynamique des processus est indispensable pour une
interpre´tation de leurs de´re´glages. En l’occurrence, les syste`mes industriels se complexi-
fient avec l’automatisation des processus ainsi que d’autres facteurs. Malgre´ la complexite´,
ils doivent assurer quand meˆme les fonctions pour lesquelles ils ont e´te´ conc¸us, notam-
ment la suˆrete´ de leur fonctionnement. Les processus complexes se caracte´risent par un
environnement ouvert ou` l’incertitude, l’impre´dictibilite´ et la dynamique des phe´nome`nes
rendent les de´cisions difficiles (Gentil, 2007). Entre autres, et pour de tels processus ou
ceux de types boites noires, il est souvent complique´ de cre´er des mode`les mathe´matiques.
Meˆme si la re´alisation de tels mode`les est possible, les approches analytiques pre´sentent
une description insuffisante des fonctionnements de processus. Ne´anmoins, les approches
permettant de de´finir les e´tats de fonctionnement en s’appuyant sur l’analyse statistique
des donne´es de ces processus peuvent jouer un roˆle important pour la de´tection et le
diagnostic des de´fauts. Ainsi, les statistiques multivarie´es ont e´te´ l’origine de nombreuses
techniques exploite´es pour un controˆle statistique.
En effet, les cartes de controˆle sont les outils finaux d’une mise en œuvre d’un controˆle
statistique de processus. Elles permettent la visualisation de l’e´volution temporelle d’un
processus afin de de´tecter les changements susceptibles de modifier ses performances. En
revanche, la dimensionnalite´ des processus et les coline´arite´s qui peuvent exister entre les
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variables limitent l’efficacite´ en terme d’isolation de de´fauts par l’interpre´tation directe de
telles cartes. Pour cela, la re´duction de la dimension de l’espace des variables en utilisant les
me´thodes de projection comme l’analyse en composantes principales (ACP) peut re´ve´ler
des informations cache´es mieux interpre´tables.
L’objectif de la re´duction de donne´es pour une analyse statistique multivarie´e est
d’assurer la simplicite´ pour la visualisation tout en conservant suffisamment d’informa-
tions pour une interpre´tation approprie´e d’un de´re´glage. La plupart des approches qui
re´duisent la dimension d’un espace multivarie´ s’appuient sur l’utilisation de ce qu’on
appelle variables latentes ou cache´es. Ces dernie`res repre´sentent des variables virtuelles
construites dans le but de comprendre un inte´reˆt caracte´ristique qui ne peut pas eˆtre me-
sure´ directement. Bien que les variables latentes ne soient pas observables, elles ont quand
meˆme un certain impact sur les variables originelles de processus et par conse´quent, elles
sont soumises a` une analyse. Les variables latentes sont ge´ne´ralement de´finies comme une
combinaison line´aire des variables originelles. Notamment, l’ACP qui est une me´thode
re´ve´latrice d’informations latentes est particulie`rement adapte´e a` l’analyse des donne´es
corre´le´es.
La surveillance et le diagnostic de de´fauts des processus en utilisant l’ACP ont rec¸u
une attention conside´rable. En effet, l’ACP permet de mettre en e´vidence les corre´lations
line´aires significatives entre les variables du processus par la ge´ne´ration d’un mode`le ACP
base´ sur la connaissance issue du syste`me sans pour autant ni formuler ni avoir une forme
explicite d’un mode`le entre´es/sorties. Ainsi, toutes les corre´lations entre les diffe´rentes
variables sont prises en conside´ration dans le mode`le ACP. Cette approche repre´sente un
outil de mode´lisation du comportement de processus plus particulie`rement en fonctionne-
ment normal. Ainsi, les de´fauts sont alors de´tecte´s en comparant le comportement observe´
a` celui donne´ par le mode`le ACP. Plus pre´cise´ment, la phase de de´tection de de´fauts est
lie´e a` une e´tape ge´ne´ratrice de re´sidus ou plutoˆt d’indices de de´tection base´s sur une es-
timation parame´trique (Isermann, 2011). Une telle e´tape se re´sume dans la ge´ne´ration, a`
partir des mesures observe´es et d’un mode`le ACP repre´sentant un fonctionnement nor-
mal du processus, des indices sous forme de signaux re´ve´lateurs de de´fauts. A partir de
la comparaison de ces signaux a` des tole´rances caracte´risant le comportement normal en
conside´rant notamment leurs aspects non de´terministes, l’e´tape de de´tection doit alors
indiquer la pre´sence ou non de de´fauts (Kresta et al., 1991; Harkat, 2003).
La litte´rature re´ve`le une abondance d’approches diffe´rentes qui ont pour autant un
seul objectif qui est le diagnostic de de´fauts par ACP. Or, la de´finition et le principe
mathe´matique de l’ACP ont de´ja` fait l’unanimite´ depuis des de´cennies. On se demande
alors pourquoi toutes ces contributions enrichissantes qui ne cessent d’accroˆıtre au fil du
temps en nombre ainsi qu’en forme ? En effet, une re´ponse apparaˆıt imme´diatement :
l’ACP n’est qu’un outil mathe´matique dont la manie`re d’exploiter son avantage pour un
diagnostic se distingue et s’interpre`te diffe´remment d’une approche a` l’autre. Ainsi, la
question qui devrait eˆtre pose´e est plutoˆt comment exploite-t-on un tel outil ?
Puisque l’ACP est une me´thode de projection afin de re´duire les donne´es, la premie`re
e´tape lors de son utilisation repose sur la mode´lisation de processus en essayant de de´-
terminer une structure adapte´e du mode`le ACP. Dans ce cadre, la litte´rature a offert
plusieurs crite`res de choix de la dimension d’un tel mode`le. Pour cela, nous allons essayer
de re´pondre a` certaines interrogations. Notamment : pour quels objectifs et pourquoi ces
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crite`res ont-ils pris de diffe´rentes formes ? Sur quelles hypothe`ses sont-ils base´s et quelles
sont leurs limitations ? Ces dernie`res sont-elles prouvables mathe´matiquement et ont-elles
un rapport avec un type particulier de variables ? Existe-t-il un inconve´nient commun ?
La mode´lisation a-t-elle une influence sur la de´tectabilite´ de de´fauts et quelles solutions
pouvons-nous apporter ?
Un diagnostic de de´fauts par ACP est ge´ne´ralement base´ sur deux principales ap-
proches. La premie`re et la plus classique repre´sente le calcul des contributions aux indices
de de´tection. La deuxie`me approche est fonde´e sur le principe de reconstruction de tels
indices. Sous cette optique, nos objectifs s’articulent autour des questions suivantes :
qu’est-ce qu’une contribution et pourquoi a-t-elle e´te´ propose´e pour des indices particu-
liers et non pas pour d’autres ? Peut-elle garantir un diagnostic correct et pour quels types
de de´fauts est-elle valable ? Que pouvons-nous proposer comme ame´liorations ? Dans le
cadre de l’ACP, le concept d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction des indices de de´tec-
tion est ne´gligemment e´tudie´ en le de´veloppant par reconstruction uniquement de l’indice
SPE. Pour cela, est-il possible d’e´tendre un tel concept aux autres indices ? Pour quelle
raison ?
La reconstruction aboutit a` des indices de de´tection insensibles aux de´fauts et ayant
une forme quadratique permettant d’e´tablir des seuils de tole´rances pour l’isolation de
de´fauts complexes. Entre autre, quelques approches de contributions disposent aussi d’une
forme quadratique, ce qui permet d’e´tablir des limites de controˆle. Dans ce cadre, on se
demande si ces limites sont-elles valides ? Sinon, que peut-on envisager comme solution
afin d’isoler les de´fauts complexes en utilisant le principe de contribution ? Enfin, peut-on
de´cider laquelle est meilleure pour un diagnostic fiable, l’approche des contributions ou
celle de reconstruction d’indices ?
2 Organisation du rapport de the`se
La pre´sente the`se se divise en quatre chapitres organise´s de la manie`re suivante :
Le premier chapitre pre´sente des ge´ne´ralite´s principalement sur la de´tection et le diag-
nostic de de´fauts des processus. Les concepts ge´ne´raux ainsi que les the´ories respecti-
vement de la supervision et plus particulie`rement de la surveillance et le diagnostic de
processus sont introduits. Les caracte´ristiques de tels processus ainsi que d’autres enjeux
peuvent imposer des types de me´thodes pour la surveillance et le diagnostic. En s’appuyant
sur les avantages d’un controˆle statistique de processus, ce chapitre pre´sente e´galement
un sommaire des techniques statistiques ainsi que leurs extensions et e´volutions pour la
de´tection et le diagnostic des de´fauts de processus. L’objectif e´tant d’e´claircir l’inte´reˆt
de l’utilisation des me´thodes de projection comme l’analyse en composantes principales
line´aire et ses extensions.
Le deuxie`me chapitre pre´sente un rappel du principe mathe´matique de l’ACP line´aire.
En prouvant qu’une telle approche est un outil de mode´lisation, un choix d’une structure
adapte´e du mode`le ACP reste une proble´matique. Pour cela, il semblerait utile de rappeler
les proprie´te´s de la mode´lisation par ACP en essayant de comprendre la structure d’un
mode`le optimal en l’absence de bruit. Dans la pratique, la pre´sence de bruit dans les
donne´es est ine´vitable compliquant ainsi la de´termination d’une telle structure. Dans ce
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cadre, quelques crite`res de choix parmi les plus connus dans la litte´rature sont e´tudie´s
et compare´s les uns aux autres a` travers un exemple simule´. Ce chapitre pre´sente deux
de´monstrations montrant les limitations de deux crite`res en concluant e´galement que
le proble`me souvent rencontre´ par l’utilisation de tels crite`res est lie´ a` la pre´sence des
variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes.
Le troisie`me chapitre pre´sente principalement nos contributions dans le choix d’un
mode`le ACP en s’appuyant sur le principe de la variance de l’erreur de reconstruction.
Afin de prouver l’importance de la pre´cision dans le choix de la dimension d’un tel mode`le,
les concepts de la de´tection ainsi que la de´tectabilite´ de de´fauts sont introduits. L’objectif
e´tant de montrer les influences de la mode´lisation suite a` une sous-estimation comme
une surestimation du mode`le sur la qualite´ de la de´tection de de´fauts. En essayant de
reme´dier a` l’inconve´nient du crite`re classique de la variance non reconstruite dans le choix
du mode`le, plusieurs autres variances sont re´ve´le´es et analyse´es the´oriquement. Cela a
permis la distinction d’un premier crite`re empirique suivi par la proposition d’un deuxie`me
nouveau crite`re du meˆme principe mais base´ sur la variance de l’erreur de reconstruction
d’un nouvel indice combine´. En s’appuyant sur un changement de repre´sentation des
donne´es, un troisie`me nouveau crite`re faisant la particularite´ est e´galement propose´ en
e´tablissant the´oriquement les conditions de son efficacite´. Les performances des diffe´rents
crite`res propose´s sont illustre´es a` travers l’exemple de simulation du deuxie`me chapitre.
Le quatrie`me et dernier chapitre est de´die´ a` la the´orie d’un diagnostic de de´fauts par
ACP en s’appuyant plus particulie`rement sur deux principales approches telles que les
contributions et la reconstruction des indices de de´tection. Cette dernie`re garantit l’iden-
tification de tout type de de´fauts. Ne´anmoins, l’isolation de ces de´fauts n’est garantie que
sous une condition e´tablie a` l’aide d’un concept d’isolabilite´ de de´fauts. Celui-ci repre´sente
un des principaux objectifs de ce chapitre. Un tel concept est e´tendu a` tous les indices
de de´tection en permettant l’e´laboration d’une analyse the´orique d’isolabilite´ de de´fauts
par reconstruction de l’indice combine´ versus une reconstruction des indices SPE et T2
de Hotelling. Les contributions sont de´die´es au diagnostic des de´fauts simples. Dans ce
cadre, une nouvelle me´thode de contribution par de´composition de l’indice SPE est pro-
pose´e. Ce chapitre est e´galement enrichi par deux nouvelles approches de contributions
dans l’objectif est de garantir un diagnostic correct de de´fauts multiples ayant de grandes
amplitudes et l’isolation de de´fauts plus complexes. Un exemple de synthe`se est utilise´
pour appliquer les diffe´rentes me´thodes propose´es.
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Chapitre 1. Supervision, surveillance et diagnostic
1.1 Introduction
Dans les processus industriels, la majorite´ des pannes causant une baisse de la pro-
duction est ge´ne´ralement due a` des anomalies dans le proce´de´ qui n’ont pas e´te´ corrige´es
a` temps. En plus des contraintes de la qualite´ des produits et celles e´conomiques, il y
a plusieurs autres inte´reˆts afin d’assurer un fonctionnement normal pour ces processus.
La de´tection, ou meˆme l’anticipation d’une de´faillance au de´but de son apparition peut
e´viter de grands dommages et catastrophes. Par conse´quent, la de´tection et le diagnostic
des de´faillances de processus repre´sentent un inte´reˆt capital.
Pour les processus complexes ou ceux de type boites noires, il est souvent tre`s compli-
que´ voire impossible de leur e´tablir des mode`les mathe´matiques. Meˆme si la re´alisation de
tels mode`les est possible, les approches analytiques pre´sentent toujours une vision insuffi-
sante des fonctionnements des processus (Verron et al., 2008). Une connaissance profonde
de la dynamique de ces processus est un atout primordial pour une interpre´tation fiable
de leurs de´re´glages. Dans ce cadre, les approches qui permettent l’identification des e´tats
de fonctionnement en se basant sur l’analyse des informations extraites des donne´es ou
des mesures des processus peuvent apporte´es une aide avantageuse pour la de´tection et
le diagnostic de de´fauts. Plus particulie`rement, les approches statistiques sont parmi les
techniques les plus exploite´es dans ce contexte.
La surveillance de processus en s’appuyant sur une analyse des mesures a pour but
la de´tection des variations survenues dans les variables caracte´ristiques de tels processus.
Pour prendre les actions correctives ne´cessaires afin d’ame´liorer le processus, un diagnostic
doit eˆtre mene´ pour l’isolation des de´fauts causant ces variations. Le principe d’une telle
analyse repose sur une maˆıtrise ou un controˆle statistique de processus. Une telle discipline
est la traduction inte´grale de celle en anglais statistical process control largement connue
dans la litte´rature sous l’abre´viation du SPC. Le controˆle statistique de processus a e´te´
initie´ par W.A. Shewhart en 1924 aux Etats-Unis. C’est en e´tudiant la variabilite´ des
particules dans des fluides que Shewhart a invente´ la ce´le`bre carte de controˆle (Shewhart,
1931). Oublie´e depuis, ce n’est qu’a` partir des anne´es soixante apre`s la deuxie`me guerre
mondiale qu’il y a eu re´ellement regain d’inte´reˆt pour cette discipline, et c’est au Japon
qu’elle a vite pris racine. La maˆıtrise statistique de processus a fortement contribue´ a`
l’ame´lioration de la qualite´ des produits japonais, ce qui explique entre autre le fabuleux
succe`s industriel et e´conomique qu’a connu ce pays. Son apparition en Europe de´buta a`
partir de la fin des anne´es 70, pousse´e par les effets de la mondialisation, des e´changes et
de l’accroissement de la concurrence internationale. Une telle maˆıtrise statistique reposait
encore sur des techniques univarie´es. A cette e´poque, beaucoup d’ame´liorations ont e´te´
propose´es mais peu de chercheurs s’inte´ressaient a` ces me´thodes statistiques. L’activite´
de recherche a connu une dynamique tre`s importante a` partir des anne´es 80 (Za¨ıdi, 1989;
Elbekkaye, 1993).
De nos jours, ces me´thodes statistiques sont utilise´es dans de nombreux secteurs pour
le controˆle des processus, la de´tection et la pre´vention de leurs de´fauts. Les cartes de
controˆle uni et/ou multivarie´es sont les outils finaux d’une mise en œuvre d’un controˆle
statistique de processus. Elles servent a` visualiser l’e´volution temporelle d’un processus
et a` de´tecter les changements susceptibles de modifier ses performances. En revanche,
les corre´lations entre les variables ont e´te´ une cause principale limitant l’efficacite´ de
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l’utilisation de la carte univarie´e en ouvrant ainsi les portes aux notions multivarie´es.
La plus ce´le`bre carte de controˆle multivarie´e est celle de la T2 de Hotelling (Hotelling,
1947). Le controˆle multivarie´ a la capacite´ de combiner des mesures multidimensionnelles
en une seule mesure de performance. Ne´anmoins, la dimensionnalite´ des processus et
les coline´arite´s qui peuvent exister entre les variables limitent e´galement l’efficacite´ en
termes de de´tection et d’isolation de de´fauts par l’interpre´tation directe de telle carte. La
re´duction de la dimension de l’espace des variables en utilisant les me´thodes de projection
comme l’analyse en composantes principales peut re´ve´ler des informations cache´es mieux
interpre´tables et exploitables.
Ce chapitre tracera, dans la deuxie`me et la troisie`me section, les principaux concepts
de´finissant la supervision et plus particulie`rement la surveillance et le diagnostic de pro-
cessus. La quatrie`me section pre´sentera un sommaire des approches statistiques ainsi que
leurs extensions et e´volutions pour la de´tection et le diagnostic. L’objectif de cette sec-
tion est de mettre en contexte l’inte´reˆt de l’utilisation des me´thodes de projection, en
particulier l’analyse en composantes principales line´aire et ses extensions.
1.2 Supervision des processus
Dans un contexte e´conomique de productivite´ et de flexibilite´, la supervision a be´ne´-
ficie´ d’une avance´e technologique exceptionnelle ne´e du besoin d’un outil de visualisation
des processus industriels. A ses de´buts, elle se composait d’un grand tableau mural re-
pre´sentant la vision des ope´rateurs du processus industriel. Avec l’essor informatique, les
voyants ont e´te´ remplace´s par des e´crans et des claviers. Le but restait le meˆme : controˆler
et commander un processus industriel.
La supervision e´tablit l’e´tat actuel du syste`me pour pouvoir prendre des de´cisions
et pouvoir maintenir ses crite`res de performance (qualite´, rentabilite´, suˆrete´, etc.). Elle
consiste a` surveiller l’e´tat de fonctionnement d’un proce´de´ pour l’amener et le maintenir
a` son point de fonctionnement normal. En effet, la supervision a pour vocation premie`re
d’e´mettre des alarmes dont l’objectif est d’attirer l’attention de l’ope´rateur de supervision
sur l’apparition d’un ou de plusieurs e´ve´nements susceptibles d’affecter le bon fonctionne-
ment du syste`me. Compte tenu de la complexite´ des proce´de´s, la ge´ne´ration d’alarmes est
le moyen le plus employe´ pour avertir l’ope´rateur de l’occurrence d’un e´ve´nement anormal.
Les alarmes sont donc lie´es aux dysfonctionnements pouvant apparaˆıtre sur le processus.
Pour cela, il est important de pre´ciser le sens accorde´ aux termes employe´s pour e´voquer
les dysfonctionnements pouvant survenir dans le syste`me.
1.2.1 Concepts associe´s a` la supervision des processus
Apre`s avoir de´crire le roˆle de la supervision, il reste alors a` pre´senter ses principales
e´tapes. Ne´anmoins, il est question de donner tout d’abord les diffe´rents concepts rencon-
tre´s dans la litte´rature concernant la supervision, la de´tection et le diagnostic de de´fauts,
car de bons supervision, de´tection et diagnostic ne´cessitent une bonne compre´hension des
ces notions. En se re´fe´rant a` la litte´rature, on reconnaˆıt imme´diatement que la termino-
logie dans ce domaine n’est pas uniforme. En effet, les de´finitions peuvent pre´senter des
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diffe´rences provenant du fait que la supervision, la de´tection et le diagnostic de de´fauts
peuvent eˆtre aborde´s de diffe´rentes manie`res selon l’origine et la formation des interve-
nants (Zwingelstein, 1995; Isermann et Balle´, 1997; Herna´ndez-De-Leo´n, 2006).
• Un syste`me est dans un e´tat de fonctionnement normal si ses variables carac-
te´ristiques (variables d’e´tat, variables de sortie, variables d’entre´e, parame`tres du
syste`me) demeurent au voisinage de leurs valeurs nominales. Le syste`me est dit
de´faillant dans le cas contraire ;
• Une anomalie repre´sente une condition anormale diminuant ou supprimant l’ap-
titude d’un ensemble (de composants) a` accomplir une fonction requise. Ce terme
ge´ne´rique permet de de´crire tout ce qui n’est pas conforme a` une re´fe´rence ;
• Une de´faillance est l’alte´ration ou la cessation de l’aptitude d’un ensemble (de
composants) a` accomplir sa ou ses fonctions requises avec les performances de´finies
dans les spe´cifications techniques. Apre`s de´faillance d’une entite´, celle-ci est en e´tat
de panne. La de´faillance est un passage d’un e´tat a` un autre, par opposition a` une
panne qui est un e´tat ;
• Une de´gradation caracte´rise le processus qui ame`ne a` un e´tat de´faillant du proce´de´ ;
• Un de´faut se de´finit comme une anomalie du comportement d’un syste`me sans
force´ment remettre en cause sa fonction mais peut pre´sager d’une de´faillance a`
venir ;
• Une panne caracte´rise l’inaptitude d’un dispositif a` accomplir une fonction requise.
Un syste`me est ge´ne´ralement conside´re´ en panne de`s l’apparition d’une de´faillance.
Ainsi, la panne est la cause de l’apparition des symptoˆmes ;
• Un symptoˆme est l’e´ve´nement qui re´ve`le d’un dysfonctionnement. Il s’agit de l’effet
conse´quent d’un comportement anormal. Ainsi, il est le seul signe dont dispose le
syste`me de surveillance au moment de la de´tection d’une anomalie.
Pour parvenir a` de´terminer et caracte´riser les anomalies d’un syste`me, on fait ne´ces-
sairement re´fe´rence a` des informations sur le comportement et/ou le fonctionnement du
syste`me conside´re´. Ces informations sont ge´ne´ralement extraites des observations de l’en-
vironnement du syste`me ou de sa mode´lisation de connaissance. Pour cela, les de´finitions
des termes observation, mesure et signe (Zwingelstein, 1995; Ploix, 1998; Vellemans, 2006)
sembleraient e´galement essentielles :
• Une observation est une information obtenue a` partir du comportement ou du
fonctionnement re´el du processus ;
• Une mesure est une observation e´le´mentaire du fait qu’elle refle`te une et une seule
grandeur physique. Elle est repre´sente´e par une variable dont le contenu est l’image
d’une grandeur physique. Son obtention s’effectue par l’interme´diaire d’un syste`me
physique (capteur). Ainsi, les mesures peuvent eˆtre de diffe´rentes natures :
3 qualitatives : repre´sente´es par un ensemble fini de modalite´s dont chacune est
associe´e a` un symbole ;
3 quantitatives : dont les valeurs appartiennent a` l’ensemble des re´els ;
3 logiques : valeurs tout ou rien {vrai, faux} souvent elles correspondent respecti-
vement aux valeurs {0, 1} ;
3 floues : repre´sente´es par des fonctions d’appartenance, dont les valeurs sont com-
prises dans l’intervalle [0, 1].
• Un signe est le caracte`re distinctif d’un e´tat comportemental anormal. Il est ca-
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Figure 1.1 – Ordonnancement des anomalies selon leur criticite´ (Adrot, 2000)
racte´rise´ par un ensemble d’observations en provenance d’un syste`me physique et
re´ve`le la pre´sence d’un de´faut.
La distinction entre ces de´finitions est e´tablie en conside´rant les aspects comportemen-
taux et fonctionnels (Ploix, 1998; Herna´ndez-De-Leo´n, 2006). Un de´faut (comportement)
n’entraˆıne pas force´ment une de´faillance (fonctionnelle), c’est-a`-dire une impossibilite´ pour
le proce´de´ d’accomplir sa taˆche. Le de´faut n’induit pas ne´cessairement une de´faillance mais
il en est la cause. En outre, une panne re´sulte toujours d’une ou de plusieurs de´faillances
qui elles-meˆmes re´sultent d’un ou de plusieurs de´fauts. Finalement, on utilise e´galement
le terme plus ge´ne´rique d’anomalie pour e´voquer une particularite´ non-conforme a` une
re´fe´rence comportementale ou fonctionnelle. Par mesure de simplicite´, on peut employer
de fac¸on e´quivalente les termes de´faut, de´faillance et panne puisqu’ils sont des anomalies.
La distinction entre les termes symptoˆme et signe s’apparente donc a` la diffe´rence
entre les notions de de´faut et de de´faillance. Un symptoˆme re´ve´lateur d’une de´faillance
est ne´cessairement un signe, alors qu’un de´faut se manifeste a` travers des signes qui
ne sont pas ne´cessairement des symptoˆmes. Les symptoˆmes et les signes sont alors des
observations. Dans ce cadre, Adrot (2000) a e´tabli un ordonnancement des anomalies selon
leur criticite´ afin de re´ve´ler l’e´tendue de leurs effets sur le fonctionnement d’un processus
(figure 1.1).
1.2.2 Les e´tapes de la supervision
Le mot supervision est abondamment utilise´ par la communaute´ des automaticiens.
Bien qu’il n’est pas e´vident d’en donner une de´finition qui fait l’unanimite´. La supervision
est ge´ne´ralement pre´sente´e comme e´tant la commande et la surveillance de l’exe´cution
d’une ope´ration ou d’un travail accompli par d’autres agents (hommes ou machines).
Notamment, elle regroupe l’ensemble des outils et me´thodes qui permettent de conduire
des installations industrielles tant en fonctionnement normal qu’en pre´sence de de´faillances
ou de perturbations.
Pour mener correctement la supervision d’un processus, il est ne´cessaire de de´finir l’en-
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Figure 1.2 – Les principales e´tapes de la supervision
semble des e´tapes que peut inclure. Dans ce cadre, la litte´rature a offert plusieurs propo-
sitions. Comme exemple, Breuker et Van De Velde (1994) ont fourni une large perspective
en sugge´rant que les e´tapes d’une supervision se succe`dent en une chaˆıne de planification,
pre´diction, surveillance, diagnostic et affectation des taˆches pour le controˆle du processus
et la manipulation des dispositifs. Ne´anmoins, il y a quelques taˆches infaisables en ligne.
Ainsi, Acosta et al. (2001) ont encore utilise´ une repre´sentation plus diffe´rente en pro-
posant une supervision dite globale constitue´e de huit e´tapes fondamentales qui sont : la
surveillance, le diagnostic, l’e´valuation d’e´tat, le mode de fonctionnement, le pronostic, la
planification, l’interface HM et la validation des donne´es.
Malgre´ la diversite´ des propositions, le plus souvent la supervision prend en compte
trois e´tapes principales, notamment la surveillance, le diagnostic et la reconfiguration (ou
prise de de´cision). Ces e´tapes peuvent eˆtre assure´es par des algorithmes (machines) comme
par un ou plusieurs ope´rateurs humains.
L’e´tape de la surveillance (ou monitoring) traite les donne´es recueillies en ligne afin
d’obtenir l’e´tat de fonctionnement du processus. En pre´sence des anomalies, le diagnostic
consiste a` estimer leurs causes afin que des actions de corrections soient prises (reconfi-
guration). Dans ce contexte, la figure 1.2 pre´sente un sche´ma re´capitulatif retrac¸ant les
principales e´tapes de la supervision d’un processus.
1.3 The´orie de la surveillance et du diagnostic
La the´matique de la surveillance et du diagnostic des syste`mes a fait l’objet de nom-
breux travaux de recherche depuis des anne´es. La diversite´ dans les approches du diag-
nostic des syste`mes semble eˆtre souvent le re´sultat de contextes diffe´rents notamment en
ce qui concerne les applications vise´es et le cahier des charges qui en re´sulte. Les infor-
mations relatives au syste`me et aux types de de´fauts a` de´tecter peuvent conduire a` la
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mise en œuvre de me´thodes spe´cifiques. Par exemple, si seules des donne´es entre´e/sortie
sont disponibles sur le syste`me, une me´thode par apprentissage semblera naturellement
adapte´e, par contre si un mode`le mathe´matique est disponible, les me´thodes analytiques
pourront eˆtre privile´gie´es.
1.3.1 La surveillance
La surveillance d’un syste`me a pour objectif de de´celer les comportements qui diffe`rent
d’un fonctionnement normal. De manie`re ge´ne´rale, les me´thodes de surveillance peuvent
eˆtre classe´es en deux cate´gories : celles pour qui seules les donne´es acquises sur le processus
conside´re´ permettant de caracte´riser son mode de fonctionnement et celles base´es sur un
mode`le de´crivant le comportement du syste`me a` surveiller. Face a` la complexite´ plus
particulie`rement des grands syste`mes, la surveillance se doit eˆtre robuste vis-a`-vis des
incertitudes et erreurs qui entachent tant les mode`les que les donne´es.
Le roˆle de la surveillance est de veiller sur les e´volutions du comportement du sys-
te`me et de collecter des informations pertinentes pour la prise de de´cisions dans le cas
d’une de´faillance. Elle joue donc un roˆle clef dans la phase d’exploitation des syste`mes en
regroupant ainsi deux principales fonctions. Le suivi du syste`me a pour objectif l’acqui-
sition de ses donne´es. Ces dernie`res sont utilise´es pour la reconstitution de l’e´tat re´el du
syste`me. A partir de l’analyse en temps re´el de donne´es recueillies en ligne, la surveillance
ne´cessite donc une prise de de´cision rapide et implique, de ce fait, une prise en compte
impe´rative du facteur temps. La fonction du suivi maintient en permanence un historique
des traitements effectue´s ainsi qu’une trace des e´ve´nements observe´s par la supervision.
En plus de l’acquisition de donne´es, la deuxie`me fonction qui est la de´tection consiste
essentiellement a` re´ve´ler la pre´sence d’un de´faut. Ceci implique qu’une telle fonction per-
met de de´terminer la normalite´ ou l’anormalite´ du fonctionnement de processus. En outre,
elle peut eˆtre e´galement re´ve´latrice du moment de l’apparition de l’e´ve´nement de´fectueux
(Isermann et Balle´, 1997; Fortuna et al., 2006).
1.3.2 Diagnostic de de´fauts
Un diagnostic est le raisonnement menant a` l’identification de la cause (origine) d’une
anomalie (de´faut, de´faillance, panne) a` partir des informations re´ve´le´es par les observa-
tions (mesure, signe, symptoˆme). Le diagnostic e´tablit un lien de cause a` effet entre un
symptoˆme observe´ et la de´faillance survenue, ses causes et ses conse´quences. Dans ce
cadre, l’implantation d’une de´marche du diagnostic doit apporter des re´ponses aux ques-
tions suivantes en ce qui concerne ses objectifs, ses principes de mises en œuvre et ses
crite`res d’e´valuation :
• Objectifs : que veut-on surveiller ? Quels types de de´fauts doit-on de´tecter ?
• Principes : Quel est le principe du diagnostic a` mettre en œuvre ?
• Crite`res : quelles sont les performances attendues ? Quels sont les indices d’e´valua-
tion de ces performances ?
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1.3.2.1 Caracte´ristiques des de´fauts
La premie`re question que l’on se pose, lorsque l’on conc¸oit une de´marche du diagnostic,
est de savoir ce que l’on veut de´tecter, c’est-a`-dire de de´finir le type de dysfonctionnement
que l’on veut diagnostiquer et donc les de´fauts susceptibles d’alte´rer le bon fonctionnement
du syste`me. Un de´faut est de´fini comme une de´viation non autorise´e d’au moins une
proprie´te´ caracte´ristique d’une variable de son comportement acceptable. Par conse´quent,
le de´faut est un e´ve´nement qui peut mener au dysfonctionnement du syste`me. Dans ce
cadre, l’e´tude des caracte´ristiques des de´fauts a abouti a` une distinction entre leurs classes,
types et formes (Isermann, 1997, 2005; Fortuna et al., 2006).
Pour le diagnostic, la fac¸on dont les de´fauts agissent sur le syste`me (de´fauts additifs
ou multiplicatifs) reveˆt un inte´reˆt particulier. Ces classes de de´fauts sont aussi de´signe´es
dans la litte´rature de la surveillance par les termes de de´fauts parame´triques (pour les
de´fauts multiplicatifs) et non parame´triques (pour les de´fauts additifs) :
• De´fauts additifs : ce sont repre´sente´s par des signaux d’entre´es du syste`me. Ces
entre´es sont inconnues et non controˆle´es ;
• De´fauts multiplicatifs : de´signent un changement de la valeur d’un parame`tre du
syste`me (constante de temps d’un capteur par exemple).
Les de´fauts sont des e´ve´nements qui apparaissent a` diffe´rents endroits du syste`me.
Cela a fait l’objet d’une distinction des types de de´fauts en fonction de leur localisation
ou de leurs sources :
• De´fauts capteurs : ce type des de´fauts est la cause d’une mauvaise image de l’e´tat
physique du syste`me. Un de´faut capteur partiel produit un signal avec plus ou moins
d’ade´quation avec la valeur vraie de la variable a` mesurer. Ceci peut se traduire par
une re´duction de la valeur affiche´e par rapport a` la valeur vraie, ou de la pre´sence
d’un biais ou de bruit accru empeˆchant une bonne lecture. Un de´faut capteur total
produit une valeur qui n’est pas en rapport avec la grandeur a` mesurer ;
• De´fauts actionneurs : ces de´fauts agissent au niveau de la partie ope´rative et de´te´-
riorent le signal d’entre´e du syste`me. Ils repre´sentent une perte totale (de´faillance)
ou partielle d’un actionneur agissant sur le syste`me. Un exemple de perte totale
d’un actionneur est un actionneur qui est reste´ bloque´ sur une position entraˆınant
une incapacite´ a` commander le syste`me par le biais de cet actionneur. Les de´fauts
actionneurs partiels sont des actionneurs re´agissant de manie`re similaire au re´gime
nominal mais en partie seulement, c’est-a`-dire avec une certaine de´gradation dans
leur action sur le syste`me (perte de puissance d’un moteur, fuite dans un ve´rin,
etc.) ;
• De´fauts composants ou syste`mes : ce type des de´fauts provient du syste`me lui-meˆme ;
bien souvent les de´fauts n’appartenant pas a` un de´faut capteur ou actionneur sont
classe´s de manie`re arbitraire dans cette cate´gorie. Ne´anmoins, un de´faut compo-
sant re´sulte de la casse ou de l’alte´ration d’un composant du syste`me re´duisant les
capacite´s de celui-ci a` effectuer une taˆche. En pratique, ceci revient a` conside´rer
une modification des caracte´ristiques du syste`me proprement dit (une chaufferie est
casse´e, un roulement est alte´re´, etc.).
On peut e´galement citer d’autres types de de´fauts comme les de´fauts de l’unite´ de
traitement ou de commande et les de´fauts qui sont dus a` l’ope´rateur humain. Qu’il s’agisse
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des de´fauts inhe´rents aux capteurs, aux actionneurs ou aux composants du syste`me, ils se
manifestent tous par une alte´ration des signaux associe´s.
L’e´volution temporelle des de´fauts me`ne a` la distinction entre quatre formes tels que
les biais, les de´gradations, les de´rives et les points aberrants. Ge´ne´ralement, un biais cor-
respond a` un saut brutal (brusque) du signal. Cependant, une de´rive se manifeste par
une e´volution anormale lente et continue du signal donc un e´loignement progressif de sa
valeur nominale. Ainsi, les phe´nome`nes de de´rive sont plus longs a` de´tecter du fait de
leur faible amplitude a` l’origine et de leur lente e´volution. En revanche, les de´gradations
prennent souvent des valeurs ale´atoires et n’obe´issent a` aucune loi de distribution. Les va-
leurs aberrantes sont des de´fauts dits fugitifs. Ces derniers affectent le syste`me de manie`re
instantane´e et leur cause est souvent due a` un parasite, par exemple une perturbation e´lec-
tromagne´tique. Les valeurs aberrantes correspondent a` un e´cart important par rapport a`
la valeur nominale du signal.
1.3.2.2 Principe du diagnostic
Selon, le contexte et le domaine d’application, le mot diagnostic peut avoir plusieurs
interpre´tations. Le diagnostic des syste`mes a pour objectif de trouver la cause d’une
de´faillance ou d’un de´faut. Il peut eˆtre de´fini comme e´tant un processus d’identification
de la cause probable des de´faillances a` l’aide d’un raisonnement logique fonde´ sur un
ensemble d’informations provenant d’une inspection, d’un controˆle ou d’un test.
Dans un sens plus proche de la notion commune´ment admise, un diagnostic peut
eˆtre vu comme une tentative pour expliquer un mauvais comportement du syste`me en
analysant ses caracte´ristiques pertinentes qui sont souvent appele´es symptoˆmes ou parfois
indicateurs de de´fauts. Ge´ne´ralement, le diagnostic est toujours lie´ a` l’observation des
symptoˆmes. On note qu’un diagnostic est mieux connu et e´tabli dans les cas des maladies
humaines plutoˆt que dans les de´fauts des syste`mes (Fortuna et al., 2006).
Afin d’e´tablir un diagnostic, il faut eˆtre capable de de´crire une situation, de l’analyser
puis de l’interpre´ter. Cette de´marche peut s’e´voquer en trois e´tapes. La premie`re consiste
a` de´finir les caracte´ristiques ou les symptoˆmes du processus. D’une manie`re ge´ne´rale, la
description d’une situation consiste en l’acquisition d’informations renseignant sur l’e´tat
du syste`me. Ces informations correspondent a` des donne´es recueillies par des capteurs
dans le cas des syste`mes instrumente´s ou de la description formelle d’un expert dans le
cas empirique. La deuxie`me e´tape repre´sente une description des situations types. Ces
situations sont les e´tats ou les modes que peut avoir un syste`me tels que les modes
normaux, anormaux ou e´volutifs. La dernie`re e´tape consiste a` e´tablir des liens entre les
symptoˆmes et les situations types.
Plus ge´ne´ralement, un diagnostic est une exploitation de toute la connaissance acces-
sible et existante sur le syste`me. Ainsi, et dans une premie`re vue, une telle exploitation
peut s’articuler autour de trois fonctions principales (Isermann et Balle´, 1997; Gerlter,
1998; Fortuna et al., 2006) :
• La de´tection est une fonction alternative qui peut eˆtre attribue´e a` l’e´tape de sur-
veillance comme a` celle du diagnostic ;
• L’identification a pour roˆle de de´terminer les caracte´ristiques de chacun des de´fauts ;
• La localisation, e´galement appele´e isolation, a pour but de remonter a` l’origine
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du de´faut. Cette fonction devrait de´terminer l’endroit de la panne (le composant
de´fectueux).
L’ensemble de ces trois fonctions forme souvent l’e´tape du diagnostic de de´fauts. Ne´an-
moins, certains auteurs se re´fe`rent plutoˆt au terme de´tection et diagnostic de de´fauts (en
anglais : Fault Detection and Diagnosis (FDD)), en conside´rant ainsi la de´tection comme
e´tant une fonction se´pare´e, et notamment l’isolation et l’identification dans l’e´tape du
diagnostic de de´fauts (Isermann et Balle´, 1997; Gerlter, 1998; Fortuna et al., 2006).
Puisque les fonctions de de´tection et d’isolation sont absolument impe´ratives dans
toute de´marche ayant pour objectif le diagnostic d’un syste`me, l’identification de de´fauts
(si utile) ne peut pas justifier la meˆme importance qu’aux autres fonctions. Par conse´quent,
les de´marches du diagnostic les plus pratiques ne contiennent que les fonctions de de´tection
et d’isolation de de´fauts d’ou` l’appellation en anglais : Fault Detection and Isolation (FDI).
Ainsi, le mot ”diagnostic” est utilise´ comme un simple synonyme du terme ”isolation”
(Gerlter, 1998).
1.3.3 Crite`res de performance pour la de´tection et le diagnostic
Les performances d’un diagnostic sont caracte´rise´es par un certain nombre de crite`res
importants et quantifiables tels que la de´tectabilite´, la robustesse, la rapidite´ des re´ponses,
la sensibilite´ aux erreurs de mode´lisation, le taux de fausses alarmes ou de non-de´tection,
l’isolabilite´ ainsi que des contraintes d’ordre e´conomique et de mise en œuvre pratique
(Gerlter, 1998; Ripoll, 1999). De manie`re ge´ne´rale, on re´ve`le :
• La de´tectabilite´ est l’aptitude de la me´thode de de´tection a` pouvoir de´celer la pre´-
sence d’une de´faillance sur le processus. Elle est fortement lie´e aux indicateurs de
de´fauts qui doivent d’une certaine manie`re eˆtre sensibles a` la de´faillance que l’on
souhaite de´tecter ;
La sensibilite´, la rapidite´ des re´ponses et la robustesse aux de´fauts re´sultent d’une
interaction entre les de´fauts d’une part et les bruits, les perturbations et les erreurs de
mode´lisation d’autre part. Dans la plupart des cas, il faudra se fixer un compromis entre
ces diffe´rentes proprie´te´s (Gerlter, 1998).
• La sensibilite´ caracte´rise l’aptitude de la me´thode de de´tection a` de´tecter des de´fauts
d’une certaine amplitude. Elle de´pend non seulement de la structure des re´sidus mais
aussi du rapport de l’amplitude du bruit de mesures et celle du de´faut ;
• La rapidite´ des re´ponses repre´sente la capacite´ de l’indice de de´tection a` de´tecter la
pre´sence des de´fauts en un minimum de retard de temps ;
• La robustesse de´termine la capacite´ d’une telle me´thode a` de´tecter des de´fauts avec
peu de fausses alarmes en pre´sence des bruits, des perturbations et des erreurs de
mode´lisation.
La performance de l’isolation de de´fauts de´pend des proprie´te´s physiques de l’instal-
lation a` diagnostiquer, a` savoir : l’amplitude des de´fauts, les bruits, les perturbations et
les erreurs de mode´lisation ainsi que la me´thode du diagnostic elle-meˆme. Les de´fauts
multiples sont en ge´ne´ral plus difficiles a` isoler que les de´fauts simples. En outre, l’in-
teraction entre les de´fauts et les perturbations, les bruits et les erreurs de mode´lisation
peut conduire a` des de´cisions incertaines ou incorrectes. Certains de´fauts peuvent eˆtre
non isolables les uns des autres parce qu’ils agissent sur les installations physiques d’une
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manie`re indiscernable. En s’appuyant sur tous ces facteurs, l’isolabilite´ peut eˆtre de´finie
comme suit :
• L’isolabilite´ est la capacite´ du diagnostic a` remonter directement a` l’origine de la
de´faillance. Cette dernie`re engendre souvent une cascade d’alarmes et il peut eˆtre
difficile de remonter au composant de´faillant. Par conse´quent, le degre´ d’isolabilite´
des de´faillances est lie´ a` la structure des re´sidus rendus disponibles et a` la me´thode
mise en œuvre.
D’autres crite`res sont e´galement a` prendre en conside´ration. Les couˆts e´conomiques
contraignent ge´ne´ralement la de´marche adopte´e pour un diagnostic. Les contraintes pose´es
ont pour objectif d’apporter des re´ponses a` quelques interrogations comme : le diagnostic
ne´cessite-t-il des composants trop chers pour sa re´alisation, le temps de de´veloppement
est-il trop important ? En effet, autant de points a` ve´rifier afin de satisfaire le cahier des
charges.
1.4 Techniques statistiques pour la de´tection et le
diagnostic
De nombreuses techniques statistiques performantes qui ont e´te´ conc¸ues pour le suivi
des processus peuvent fournir des moyens algorithmiques peu couˆteux afin d’assurer et
maintenir la qualite´ des produits et la se´curite´ des processus sans avoir besoin de lourds
investissements dans le mate´riel. Ces techniques permettent e´galement d’optimiser l’uti-
lisation et l’efficacite´ du mate´riel.
Le pilotage du processus pour le controˆle en cours de production augmente la rapidite´
de correction d’un de´re´glage et contribue a` diminuer la quantite´ de produits non conformes,
il est donc un facteur d’ame´lioration de la qualite´ et de la productivite´.
Du point de vue historique, le controˆle statistique de la qualite´ est devenu un e´le´ment
essentiel des efforts de l’assurance qualite´ dans l’industrie avec l’introduction des cartes
de controˆle univarie´es par Shewhart (1931). Le controˆle statistique de la qualite´ recouvre
plusieurs aspects de la statistique industrielle en particulier le controˆle statistique de
processus qui regroupe toute me´thode statistique conc¸ue pour de´tecter des changements
dans un processus (Tiplica, 2002).
L’objectif d’un controˆle statistique de processus est de de´tecter l’apparition des chan-
gements ope´rationnels poussant le processus a` de´vier d’une cible souhaite´e. Dans ce cadre,
la de´tection des changements est fonde´e sur des techniques statistiques qui se basent sur la
collecte, la classification, l’analyse et l’interpre´tation des donne´es. Ces actions se suivent
par un diagnostic qui vise a` localiser les causes profondes de ces changements en permet-
tant aux ope´rateurs de prendre les pre´cautions ne´cessaires pour corriger la situation et
ramener le processus a` son fonctionnement normal.
1.4.1 Cartes de controˆle univarie´es
Les approches traditionnelles d’e´valuation des performances des processus s’appuient
sur les caracte´ristiques et les tendances temporelles des variables critiques (controˆle´es
ou manipule´es) de tels processus (Cinar et al., 2007). Les me´thodes statistiques utilise´es
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pour le controˆle d’un processus font appel a` la the´orie de l’e´chantillonnage afin de savoir
si le processus a probablement de´rive´ en moyenne ou en dispersion. Dans ce contexte, il
convient tout d’abord de choisir une ou plusieurs caracte´ristiques repre´sentant la qualite´
du produit a` controˆler. Pour chacune des caracte´ristiques retenues, un e´chantillon doit
eˆtre constitue´ pe´riodiquement dans des conditions fixe´es a` l’avance. Les re´sultats obte-
nus sur ces e´chantillons sont re´sume´s par une ou plusieurs valeurs appele´es statistiques
d’e´chantillon pouvant eˆtre par exemple la moyenne, l’e´cart type ou l’e´tendue. Ces statis-
tiques peuvent alors eˆtre porte´es sur un trace´, appele´ carte de controˆle, ou` l’on reporte
ge´ne´ralement les statistiques d’e´chantillon par rapport a` des limites de controˆle. La carte
de controˆle a e´te´ largement utilise´e pour distinguer les causes des variations. Ainsi, un
point sur cette carte repre´sente l’e´tat du processus a` un moment donne´.
1.4.1.1 De´finitions des cartes de controˆle
En essayant de de´finir une carte de controˆle, la litte´rature a re´ve´le´ plusieurs de´fini-
tions. Dans ce contexte, Shewhart (1931) a conside´re´ qu’une carte de controˆle peut servir
d’abord, pour de´finir l’objectif dont la gestion s’efforce d’atteindre par le processus. En-
suite, elle peut eˆtre utilise´e comme un instrument pour atteindre cet objectif. Enfin, elle
peut servir comme un moyen pour juger si l’objectif a e´te´ atteint. D’apre`s Duncan (1956),
les cartes de controˆle peuvent eˆtre conside´re´es comme un outil statistique. Cependant,
Feigenbaum (1983) a de´fini la carte de controˆle comme un outil graphique pour la com-
paraison des caracte´ristiques du produit actuel avec celles de son passe´.
D’apre`s ces de´finitions, une carte de controˆle constitue a` la fois un outil statistique et
graphique, qui permet de suivre dans le temps l’e´volution des valeurs individuelles d’une
variable (caracte´ristique d’un produit ou parame`tre d’un proce´de´), ou de la moyenne d’un
e´chantillon pre´leve´ re´gulie`rement, et de de´cider du temps d’intervention pour modifier
ou arreˆter une e´volution non de´sire´e. Une carte de controˆle est ge´ne´ralement constitue´e
d’un axe horizontal correspond a` une valeur cible de la variable surveille´e ainsi que deux
limites de controˆle supe´rieure et infe´rieure. Ces limites ne sont pas de´termine´es de fac¸on
arbitraire ni lie´es a` des limites de spe´cification, mais plutoˆt par des crite`res statistiques.
Ainsi, les deux limites de controˆle forment ce qu’on appelle la zone de controˆle.
1.4.1.2 Roˆle et crite`res de performance des cartes univarie´es
L’aspect pre´ventif des cartes de controˆle consiste a` anticiper une tendance a` la de´rive,
et a` corriger en conse´quence le processus a` temps avant que des de´fauts ne soient produit.
Les cartes de controˆle ne doivent eˆtre introduites que si toutes les causes spe´ciales de
variation ont e´te´ e´limine´es, sinon, toute pre´diction du comportement du processus serait
impossible.
Chaque carte comporte une ligne centrale, une limite infe´rieure et une limite supe´rieure
de controˆle et parfois des limites de surveillance. Les limites de controˆle jouent le roˆle
d’alarmes (figure 1.3). En effet, lorsqu’un point se situe a` l’inte´rieur des limites de controˆle,
le processus est dit sous controˆle ou libre de toutes causes assignables. Par contre, lorsque
celui-ci se situe a` l’exte´rieur, alors il est probable que le processus est hors controˆle,
a` savoir, des causes assignables sont probablement pre´sentes. Dans ce cas, une action
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Figure 1.3 – Carte de controˆle typique
corrective doit eˆtre entreprise pour l’identification et la suppression ou l’isolation de ces
causes. Sinon, les pie`ces produites ulte´rieurement auront probablement des de´fauts. Les
causes assignables e´galement appele´es des causes spe´ciales, sont une partie de la variabilite´
dans un ensemble d’observations. Elles peuvent eˆtre attribue´es a` des causes spe´cifiques tels
que les ope´rateurs, les mate´riels ou les e´quipements. Les causes communes aussi appele´es
causes de chance sont une partie d’une variabilite´ due uniquement a` des forces ale´atoires
qui ne peuvent pas eˆtre attribue´es a` des sources spe´cifiques.
Les limites de controˆle des cartes de Shewhart sont calcule´es de telle sorte que la
probabilite´ qu’un point tombe en dehors des limites alors que le processus est stable,
reste tre`s faible. La carte de Shewhart habituellement utilise´e est celle dont les limites
sont a` une distance e´gale a` plus ou moins 3σ de la moyenne de la statistique utilise´e.
Ce qui correspond entre autres a` une probabilite´ de 0.0027 (0.00135 sur chaque cote´)
d’eˆtre en dehors des limites lorsque le processus est stable et ce sous l’hypothe`se que la
variable observe´e suit une loi Gaussienne. Les limites de surveillance permettent d’attirer
l’attention sur un comportement qui n’est pas encore hors controˆle mais qui ne´cessite une
attention accrue et une surveillance particulie`re.
Les conclusions que l’on peut tirer de la position d’un point par rapport aux limites
de controˆle sont soumises aux incertitudes inhe´rentes aux fluctuations d’e´chantillonnages.
Dans ce cadre, deux sortes d’erreur sont alors possibles (dont les risques s’expriment par
des probabilite´s). La premie`re est dite risque α consiste a` conclure qu’un de´re´glage a
eu lieu alors qu’aucune cause n’est venue perturber le processus. Ce cas est e´galement
de´signe´ sous le nom de fausse alarme. La deuxie`me erreur repre´sente le risque β qui
consiste a` conclure que le processus est reste´ stable alors qu’une cause perturbatrice est
venue effectivement le de´re´gler.
Les cartes de controˆle se diffe´rencient non seulement par les me´thodes de calcul des
limites et les statistiques utilise´es, mais e´galement par la rapidite´ avec laquelle un de´re´glage
est de´tecte´. Cette rapidite´ se mesure en terme de pe´riode ope´rationnelle moyenne (Average
Run Length : ARL) qui est le nombre moyen d’e´chantillons successifs ne´cessaires pour
s’apercevoir du de´re´glage ou autrement dit, le temps moyen d’attente entre le moment ou`
le de´re´glage se produit et l’instant ou` la carte le signale. Cette rapidite´ de´pend e´videmment
du de´re´glage et elle est note´e ARL(δ) ou` δ est le de´re´glage maximal tole´re´ de la statistique
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e´tudie´e, exprime´ en nombre d’e´carts types.
Ainsi, une carte de controˆle est dite efficace pour la de´tection d’un de´re´glage δ si
ARL(δ) est faible. Cependant, il arrive que la carte signale une sortie des limites sans
qu’il ait eu un de´re´glage, l’ARL(0) correspondante est alors le nombre moyen de controˆle
avant une fausse alerte qui conduit a` des efforts inutiles pour la recherche de causes
spe´ciales inexistantes. L’efficacite´ d’une carte de controˆle se mesure avec les deux ARL.
Une bonne carte doit re´aliser un compromis entre la pe´riode ope´rationnelle moyenne en
cas de de´re´glage ARL(δ) et l’ARL(0). Souvent, on souhaite de´tecter un de´re´glage δ le plus
rapidement possible (la ARL correspond a` δ doit eˆtre faible) en ayant le moins de fausses
alertes possible (l’ARL(0) doit eˆtre grande). De meˆme, cette efficacite´ peut eˆtre exprime´e
par la probabilite´ d’acceptation (Pa) de conclure a` la stabilite´ d’un processus en fonction
du de´re´glage de celui-ci, autrement dit, la probabilite´ de se trouver entre les limites de
controˆle ou la probabilite´ de ne pas de´celer un de´re´glage (risque β).
1.4.1.3 Aperc¸u sur les cartes univarie´es
De manie`re ge´ne´rale, les me´thodes les plus classiques conc¸ues pour un controˆle de
processus fournissent un groupe de tests statistiques univarie´es afin d’assurer qu’une va-
riable de qualite´ d’un processus est constamment sur sa cible. Dans ce cadre, le principe
de base dans la construction de la plupart des cartes univarie´es repose sur la notion de
test d’hypothe`se. En conside´rant que le mode`le the´orique du processus suit une certaine
distribution de probabilite´, l’hypothe`se nulle (ou sous-controˆle) pour ses parame`tres est
spe´cifie´e. Lorsque les parame`tres repre´sentent la moyenne ou la variance du processus,
l’hypothe`se alternative consistera dans le changement de tels parame`tres (Tiplica, 2002).
De nombreuses cartes de controˆle qui reposent sur un test d’hypothe`se comme celles
de Shewhart (Shewhart, 1931), les cartes a` somme cumule´e (cumulative sum : CUSUM)
(Page, 1954; Woodward et Goldsmith, 1964), les cartes de moyennes mobiles e´quiponde´-
re´es (moving average : MA) et les cartes a` moyennes mobiles avec ponde´ration exponen-
tielle (exponentially weighted moving average : EWMA) (Roberts, 1959; Hunter, 1986)
ont eu une contribution remarquable a` l’ame´lioration de la qualite´ des processus.
Les premie`res cartes de controˆle utilise´es sont dites cartes aux mesures de Shewhart.
Elles visent a` de´finir le niveau de la qualite´ a` atteindre et auquel la direction doit se re´fe´rer,
a` apporter une aide pour obtenir ce standard ou cible et a` fournir un e´le´ment de jugement
pour de´cider si cette cible a e´te´ atteinte. Les cartes de Shewhart s’attachent aux variables
quantitatives (mesurables). Elles re´unissent le controˆle du parame`tre de centrage et celui
de la dispersion (e´talement des valeurs de la distribution de la variable autour d’une valeur
centrale). Les cartes de Shewhart comprennent celles sur la moyenne X¯, sur l’e´tendue R
ou sur l’e´cart type S. D’apre`s la figure 1.3, ces cartes traditionnelles aux mesures utilisent
a` chaque instant t les seules mesures relatives a` t. Elles de´tectent uniquement les de´rives
rapides et les grands e´carts de variation du processus. Par conse´quent, elles ne sont pas
satisfaisantes lorsque les changements dans l’e´volution des caracte´ristiques repre´sentatives
d’un processus sont de faibles amplitudes.
Pour reme´dier au proble`me lie´ a` la de´tection de faibles e´carts de de´re´glage ainsi que
les lentes de´rives, on utilise des cartes d’applications spe´cifiques. Ces cartes permettent
l’accumulation de l’information dans le temps en utilisant les observations a` l’instant t et
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l’ensemble ou une partie des observations a` des instants ante´rieurs a` t comme le cas des
cartes CUSUM, MA et EWMA.
Les cartes CUSUM ont e´te´ initialement introduites par Page (1954). Elles sont parmi
les me´thodes les plus efficaces, en accord avec les proprie´te´s de leurs ARL, dans la de´tection
d’un changement d’ampleur connue dans la moyenne (Basseville et Nikiforov, 1993). En
effet, elles utilisent toutes les observations conside´re´es durant l’e´chantillonnage. La carte
CUSUM consiste a` repre´senter pour chaque variable la somme cumule´e suivante :
t∑
k=1
(xi(k)− µi) (1.1)
ou` xi(k) est la mesure de la variable i au moment de l’e´chantillonnage k et µi repre´sente
la moyenne de cette variable.
Bien que l’on ait cru pendant de nombreuses de´cennies que la carte de Shewhart n’est
plus efficace dans la de´tection des faibles et moyennes variations dans un processus, des
travaux re´cents ont confirme´ que la diffe´rence entre une telle carte et celle de CUSUM
n’est pas significative. En effet, Nenes et Tagaras (2007) ont compare´ la performance
e´conomique re´alise´e par ces deux cartes pour le suivi d’un processus. Ainsi, les re´sultats
de leur e´tude ont montre´ que l’avantage e´conomique dans leurs utilisations est important
uniquement lorsque la taille d’un e´chantillon est contrainte a` des faibles valeurs.
Les cartes MA n’utilisent que les w observations les plus re´centes. A l’instant t, on
supprime la plus ancienne des moyennes des e´chantillons et on ajoute la plus re´cente
moyenne a` l’ensemble. Ainsi, on calcule :

w−1
w∑
k=1
xi(t− k + 1) si t ≥ w
t−1
t∑
k=1
xi(k) si t < w
(1.2)
Dans le cas particulier ou` w = 1, on retrouve les cartes de Shewhart. Intuitivement,
plus le de´re´glage est petit, plus l’ordre w de la MA doit eˆtre e´leve´ pour une bonne de´tection.
Niang et Saporta (1995) ont constate´ d’apre`s une e´tude comparative que les cartes MA
remplacent avantageusement celles de Shewhart. D’apre`s les meˆmes auteurs, les cartes
MA sont moins utilise´es que les cartes CUSUM et EWMA malgre´ qu’elles sont d’efficacite´
comparable en e´tant d’utilisation aussi simple.
Les cartes EWMA utilisent un coefficient de ponde´ration compris dans l’intervalle [0, 1]
ayant pour objectif l’oublie progressive des mesures ante´rieures. Dans le cas particulier
ou` un tel coefficient est e´gal a` l’unite´, la carte EWMA est identique a` celle de Shewhart.
Plus la valeur du coefficient de ponde´ration est faible, plus les petites de´rives sont mieux
de´cele´es par la carte EWMA. En s’appuyant sur l’ide´e que les mesures re´centes observe´es
sur le processus peuvent contenir plus d’informations sur les anomalies que les anciennes
mesures, de diffe´rents poids peuvent eˆtre affecte´s aux donne´es en fonction de leurs temps
d’acquisition. La carte EWMA permet d’augmenter le poids de fac¸on exponentielle au fur
et a` mesure que les observations sont plus re´centes. Pour chaque variable, on fixe la valeur
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de de´marrage yi(0) = µi et on affiche sur la carte la statistique suivante :
yi(t) = rxi(t) + (1− r)yi(t− 1) (1.3)
ou` r repre´sente le parame`tre de ponde´ration.
En comparant la performance de la carte EWMA a` celle de CUSUM dans la de´tection
des faibles de´rives de la moyenne d’un processus, Vargas et al. (2004) ont observe´ suite
a` une e´tude de simulation que la carte CUSUM ne de´tecte pratiquement pas des points
ayant des niveaux de variation particulie`re. Les points en question correspondent a` des
situations hors controˆle. Cela a permis ces auteurs de conclure que la carte de controˆle
EWMA est mieux efficace que la carte CUSUM.
1.4.2 Limitations des cartes univarie´es
L’acquisition de donne´es en conside´rant un grand nombre de variables sert a` extraire
des informations sur tout re´gime efficace pour une surveillance et un diagnostic ope´ration-
nels et fiables du processus. En revanche, la plupart des me´thodes classiques de controˆle
statistique de processus fournissent des cartes de controˆle interpre´tables uniquement pour
un nombre re´duit de variables. En outre, ces cartes pre´sentent une explication des ten-
dances des variables les unes inde´pendamment des autres. Par conse´quent, les cartes uni-
varie´es fournissent des informations quantitatives en ignorant l’effet de la corre´lation entre
les variables.
Le proble`me rencontre´ avec une utilisation se´pare´e des cartes de controˆle univarie´es
peut eˆtre illustre´ en se re´fe´rant a` la figure 1.4 (Kourti et MacGregor, 1995). Dans ce cas,
seulement deux variables corre´le´es x1 et x2 ont e´te´ conside´re´es pour faciliter l’illustration.
Supposons que si le processus est dans un e´tat sous controˆle ou` seules les variations des
causes communes sont pre´sentes, x1 et x2 suivent une distribution multivariable normale.
L’ellipse repre´sente alors le pe´rime`tre de la zone de confiance pour le processus multiva-
rie´. Les points qui sont a` l’inte´rieur de l’ellipse repre´sentent un ensemble d’observations
en conside´rant une carte multivarie´e. Les meˆmes observations sont e´galement trace´es en
conside´rant pour chaque variable sa propre carte univarie´e de Shewhart.
L’observation indique´e par le symbole ♦ est en dehors de la zone de confiance de la
carte multivarie´e. Le lot correspondant est clairement diffe´rent de la population normale
”sous controˆle” du produit. Toutefois, aucune des deux cartes univarie´es n’a indique´ la
pre´sence d’un proble`me dans l’observation ♦ puisqu’elle se trouve dans leurs zones de
confiances situe´es entre leurs limites UCL et LCL. En effet, la ve´ritable situation ne se
re´ve`le qu’a` travers le trace´ multivarie´ des deux variables. D’apre`s la figure 1.4, l’utilisation
des cartes univarie´es risque d’accepter un mauvais produit (lot ♦), mais aussi risque de
refuser un bon produit (lot ⋆). Dans le cas de variables corre´le´es, les re´sultats obtenus
en conside´rant uniquement les cartes univarie´es sont errone´s car la probabilite´ associe´e a`
l’erreur de type I (l’erreur de premie`re espe`ce ou le risque α) est plus grande.
Malgre´ les limitations des cartes de controˆle univarie´es, celles-ci continuent d’eˆtre
presque le seul outil de surveillance encore utilise´ dans certaines industries (MacGre-
gor et Kourti, 1995). Alors que plusieurs extensions multivarie´es des cartes de Shewhart,
CUSUM et EWMA base´es sur la statistique T2 de Hotelling ont e´te´ propose´es dans la
litte´rature.
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Figure 1.4 – Illustration de l’inconve´nient de l’utilisation des cartes univarie´es
1.4.3 Extensions multivarie´es des cartes univarie´es
Actuellement, suite a` l’e´volution remarquable de l’e´lectronique et de l’informatique, on
a le moyen de faire mieux car, il faut eˆtre conscient, que le processus de fabrication n’est
jamais univarie´ (Tiplica, 2002). En effet, le processus de fabrication est re´gi par un grand
nombre de variables ou des facteurs qu’il faut maˆıtriser simultane´ment afin de s’assurer
le succe`s de la de´marche mise en œuvre et l’obtention des bons re´sultats. Un controˆle
de processus dont plusieurs variables sont simultane´ment conside´re´es est appele´ controˆle
multivarie´.
Le controˆle des processus multivarie´s be´ne´ficie de l’utilisation inhe´rente des me´thodes
multivarie´es plutoˆt que d’une collection des me´thodes univarie´es applique´es a` des variables
se´pare´es. Notamment, certaines techniques de´ploye´es pour assurer le controˆle de processus
multivarie´ sont des extensions multivarie´es des approches univarie´es. La premie`re e´tude
originale abordant le controˆle de qualite´ multivarie´e a e´te´ introduite par Hotelling (1933,
1947). Ainsi, les extensions vers une repre´sentation multivarie´e ont e´te´ de´coule´es princi-
palement du principe classique de la carte de Shewhart. Les premie`res cartes multivarie´es
qui ont e´te´ de´veloppe´es repre´sentent la carte χ2 et la carte T2 de Hotelling. En effet,
ces deux cartes de controˆle utilisent seulement les observations a` l’instant pre´sent pour
de´terminer l’e´tat du processus. Elles sont donc moins performantes pour la de´tection des
faibles de´re´glages du processus (Jackson, 1991; Kourti et MacGregor, 1995; Tiplica, 2002).
Notamment, une de´tection mieux efficace de ce type de changements ne´cessite un
controˆle statistique base´ sur l’accumulation de l’information des observations ante´rieures.
Pour cette raison, les cartes de controˆle MEWMA (Multivariate EWMA) et MCUSUM
(Multivariate CUSUM) ont e´te´ de´veloppe´es en analogie avec le cas univarie´ (Woodall et
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Ncube, 1985; Healy, 1987; Lowry et al., 1992).
La carte MEWMA est parmi les cartes multivarie´es qui ont e´te´ conc¸ues pour une
de´tection fiable des faibles changements, cependant, elle s’adresse ge´ne´ralement a` des
changements dans le vecteur des moyennes. Dans l’objectif d’e´laborer des proce´dures de
suivi de la variance au lieu de la moyenne du processus, Hawkins et Maboudou-Tchao
(2008) ont de´veloppe´ une approche dite MEWMA-CM, afin de surveiller la stabilite´ de la
matrice de covariance de processus.
Ge´ne´ralement, la moyenne et la variance de processus peuvent changer simultane´ment
durant la surveillance. Leur conside´ration simultane´e, pour des faibles changements et dans
un contexte multivarie´, a rec¸u peu d’inte´reˆt dans la litte´rature. Cheng et Thaga (2006)
ont fourni un aperc¸u sur les cartes de controˆle univarie´es dans un effort de construire une
carte permettant la surveillance simultane´e de la moyenne et de la variance du processus
dans un contexte univarie´. En raison de la complexite´ des distributions multivarie´es, cette
ide´e n’a pas pu eˆtre facilement e´tendue aux cas multivarie´s.
Bien que la litte´rature a fourni des preuves en faveur de l’inte´reˆt de l’application du
controˆle statistique multivarie´e de processus, un certain nombre de limitations ont e´te´
quand meˆme ine´vitables. Lors de l’application des cartes de controˆle de Shewhart, l’utili-
sation des moyennes des sous-groupes ame´liore sensiblement leur performance. Cependant,
ce n’est pas toujours le cas lors de l’utilisation de la carte MCUSUM. En outre, les pro-
ce´dures de conception des cartes de controˆle multivarie´es pre´sentent des calculs intensifs
(Montgomery, 2001). Ainsi, ces cartes sont efficaces lorsque le nombre des variables du
processus n’est pas grand. Les cartes de controˆle multivarie´es perdent de leur efficacite´
en terme de de´tection des changements en augmentant le nombre des variables. En plus,
l’interpre´tation directe de ces cartes ne fournit pas les informations dont un ope´rateur a
besoin quand une anomalie est de´tecte´e.
Dans ce cadre, Jackson et Mudholkar (1979), Jackson (1980) et Kourti (2005) et plu-
sieurs autres auteurs ont recommande´ les me´thodes de projection qui sont re´ve´latrices
d’informations cache´es par la transformation de la corre´lation entre les variables en un
ensemble de nouvelles variables inde´pendantes.
1.4.4 Me´thodes de projection
Les me´thodes d’analyse de donne´es multivarie´es peuvent aider a` la visualisation ainsi
que l’interpre´tation d’un ensemble d’observations qui de´crivent un phe´nome`ne naturel ou
physique. La difficulte´ confronte´e se manifeste souvent dans les phe´nome`nes complexes qui
produisent ainsi une masse de donne´es a` analyser. Dans ce cadre, un ensemble particulier
de techniques permettant efficacement de surmonter une telle difficulte´ sont les me´thodes
de projection. Leur objectif consiste a` compresser les donne´es afin d’extraire un re´sume´
de l’information que contiennent. Les techniques les plus connues sont l’analyse factorielle
(AF), l’analyse en composantes principales (ACP), l’analyse canonique (AC), la re´gression
sur composantes principales (RCP) et la projection dans les structures latentes (PSL),
e´galement connue sous la de´nomination de moindres carre´s partiels.
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1.4.4.1 Inte´reˆt de la projection
La re´duction de la dimension d’un proble`me en supprimant certaines variables peut
conduire a` une re´duction de l’information utile et par conse´quent a` une interpre´tation erro-
ne´e ou incomple`te. Cependant, l’objectif de la re´duction pour une analyse statistique mul-
tivarie´e est d’assurer la simplicite´ pour la visualisation, tout en conservant suffisamment
d’informations pour une interpre´tation approprie´e et pertinente. Les me´thodes utilise´es
pour re´duire la dimension d’un espace multivarie´ s’appuient sur le concept des variables
latentes ou cache´es. Ces dernie`res repre´sentent des variables virtuelles construites dans le
but de comprendre un inte´reˆt caracte´ristique qui ne peut pas eˆtre mesure´ directement.
Bien que les variables latentes ne soient pas observables, elles ont un certain impact sur
les variables mesure´es ou originelles et, par conse´quent, sont soumises a` une analyse. Les
variables latentes sont ge´ne´ralement de´finies comme une combinaison line´aire des variables
originelles.
En essayant de surmonter les difficulte´s de´crites auparavant, les me´thodes multivarie´es
comme l’ACP et la PLS ont e´te´ applique´es. Elles sont particulie`rement adapte´es a` des
donne´es corre´le´es qui sont projete´es sur des sous-espaces de dimensions re´duites afin d’ex-
traire toutes informations pertinentes sur le processus. L’ACP est une me´thode utilise´e
pour expliquer la variabilite´ d’un ensemble de donne´es en de´finissant un ensemble de vec-
teurs latents de´crivant des directions principales non corre´le´es. Cette me´thode sera e´tudier
avec plus de de´tail dans le chapitre suivant. La PLS est similaire a` l’APC, sauf qu’elle
re´duit simultane´ment la dimension de l’espace des variables de processus et celles de la
qualite´ pour trouver les vecteurs latents. L’application type de l’utilisation de la PSL est
de de´finir deux matrices de donne´es. La premie`re est note´e Y contenant uniquement les
caracte´ristiques qualite´ de la production, alors que la deuxie`me matrice X contient toutes
les autres variables du processus. Ainsi, la PLS permet la maximisation de la covariance
entre la matrice de pre´dicteurs X et la matrice pre´dite Y. L’objectif est alors de trouver
les espaces de projection pour X et Y pour lesquels la corre´lation entre les vecteurs di-
recteurs de chaque espace est la plus importante. Il existe de nombreux algorithmes de
calcul des espaces re´duits pour la PSL.
Vu l’inte´reˆt qu’a connu l’ACP, cette dernie`re constituera l’inte´reˆt de nos travaux de
recherche mene´s par la pre´sente the`se. Cette approche sera explique´e en de´tail de point
de vue the´orique dans le chapitre suivant. Ne´anmoins, et pour illustrer l’importance de
l’ACP, nous pre´sentons dans la suite un panorama non exhaustif de diffe´rentes extensions
qu’a connu cette me´thode dans la litte´rature.
1.4.4.2 Diffe´rentes extensions de l’ACP
L’analyse en composantes principales est une e´tape cle´ pour une surveillance multiva-
rie´e de processus. Son efficacite´ de´pend du mode`le statistique ge´ne´re´ qui de´pend e´galement
des donne´es collecte´es. L’approche classique de l’ACP utilise un calcul pre´liminaire de la
moyenne des donne´es et de leur matrice de covariance. La moyenne et la variance sont
sensibles a` la pre´sence de valeurs aberrantes. Ainsi, les re´sultats obtenus s’ave`rent sou-
vent inexploitables car trop biaise´s par l’influence de ces valeurs aberrantes. Pour tole´rer
la pre´sence de ces dernie`res, une ACP robuste peut eˆtre conduite en calculant une matrice
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de covariance des donne´es robuste (Chen et al., 1996; Hubert et al., 2005; Tharrault et al.,
2008).
Une autre extension possible de l’ACP est la prise en compte de la production par lots
(proce´de´ batch). En effet, l’ACP classique fait la supposition que le proce´de´ est stricte-
ment continu. Or, dans l’industrie, il est fre´quent de trouver des proce´de´s de fabrication
fonctionnant par lots. La technique la plus e´tudie´e pour traiter ce genre de proble`me
est l’ACP multie´chelle (multiway PCA) (Nomikos et MacGregor, 1994; Nomikos, 1996;
Smilde et al., 2004). L’ACP multie´chelle est une extension a` trois dimensions de l’ACP
classique. Les trois dimensions repre´sentent respectivement les observations, les instants
d’observations et les lots (le raisonnement pour l’ACP classique n’est fait que sur deux
dimensions : les observations et les instants d’observations).
Le suivi de la performance des processus continus en utilisant des me´thodes de projec-
tion multivarie´es comme l’ACP est e´tendu a` des situations ou` les processus peuvent eˆtre
naturellement subdivise´s en des sous-blocs. En effet, l’ACP multi-bloc (Kourti et al., 1995;
Qin et al., 2001; Cherry et Qin, 2006) permet d’e´tablir des cartes de suivi pour chacun
des blocs ainsi que pour l’ensemble du processus. Quand un e´ve´nement ou un de´faut se
produit, l’utilisation de l’ACP multi-bloc peut de´tecter l’e´ve´nement plus toˆt en re´ve´lant
le bloc dans lequel l’e´ve´nement est produit. Dans la meˆme optique, l’ACP offre une autre
possibilite´ par l’utilisation des mode`les partiels. On sous entend par ACP partielle, une
ACP effectue´e sur des donne´es collecte´es en e´cartant quelques variables. Les re´sidus ge´ne´-
re´s pour la de´tection de de´fauts sont donc sensibles uniquement aux de´fauts associe´s aux
variables utilise´es (Huang et al., 2000).
L’ACP classique est une me´thode de projection line´aire ou` seules les de´pendances li-
ne´aires ou quasi-line´aires entre les variables peuvent eˆtre re´ve´le´es. Si les donne´es traite´es
pre´sentent des comportements fortement non line´aires, l’ACP line´aire est incapable de
trouver une repre´sentation compacte de´crivant ces donne´es. Par conse´quent, l’extension
de l’ACP aux proble`mes non line´aires a e´te´ aborde´e dans la litte´rature. Les re´seaux neu-
ronaux ainsi que les fonctions noyaux peuvent bien eˆtre adapte´s pour re´soudre ce type de
proble`mes.
Une nouvelle me´thode d’ACP non line´aire base´e sur une couche d’entre´e de re´seau de
neurones a e´te´ propose´e par Jia et al. (1998), conjointement avec des cartes de controˆle non
parame´triques. Un autre algorithme d’ACP non line´aire utilisant les re´seaux neuronaux
et les ondelettes a e´te´ propose´ par Shao et al. (1999) pour le suivi des performances de
processus. En effet, la plupart des approches utilisent les re´seaux de neurones MLP pour
l’obtention du mode`le ACP non line´aire. Ne´anmoins, on rencontre souvent des proble`mes
d’optimisation non line´aires telles que la convergence et l’initiation de ce type de re´seaux.
Pour cette raison, Harkat (2003) et Harkat et al. (2007) ont propose´ une approche d’ACP
non line´aire ou` le proble`me d’apprentissage se rame`ne a` un proble`me de re´gression line´aire,
ainsi qu’un algorithme permettant de de´terminer le nombre de composantes non line´aires
a` retenir dans le mode`le.
Une ACP a` noyaux non line´aires a` e´te´ initialement propose´e par Scho¨lkopf et al.
(1998). On peut calculer les composantes principales de manie`re efficace dans un espace
de dimension plus e´leve´e lie´ a` l’espace d’entre´e par certaines fonctions noyaux. Une ACP
line´aire est ensuite applique´e sur les donne´es projete´es dans le nouvel espace (Lee et al.,
2004; Choi et al., 2005; Sun et al., 2007). L’ACP a` noyaux peut eˆtre conside´re´e comme
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une ge´ne´ralisation de l’ACP line´aire et particulie`rement adapte´e pour extraire des carac-
te´ristiques non line´aires de donne´es. Ne´anmoins, un proble`me persistant dans le cadre de
l’ACP a` noyaux re´side dans le choix de la fonction noyau.
1.4.5 Interpre´tations des situations hors controˆle
Lorsqu’une carte de controˆle univarie´e signale une situation hors controˆle, l’ope´ra-
teur peut facilement envisager une solution au proble`me puisqu’une telle carte est lie´e
uniquement a` une seule variable. En revanche, et dans le cas multivarie´, une telle inter-
pre´tation n’est plus valable par l’interme´diaire d’une carte univarie´e puisqu’en pre´sence
de la corre´lation, un certain nombre de variables peuvent eˆtre ge´ne´ralement implique´es.
Comme il a e´te´ mentionne´ pre´ce´demment, les cartes multivarie´es de Shewhart, MCUSUM
et MEWMA, ainsi que les me´thodes de projection comme l’ACP ont e´te´ utilise´es princi-
palement pour la surveillance de processus. Ces me´thodes sont en mesure seulement de
de´tecter une situation hors controˆle en signalant l’existence probable d’un de´faut dans le
processus. Pour cela, l’identification de la (ou les) variable(s) responsable(s) de de´fauts a
e´te´ un sujet inte´ressant pour de nombreux chercheurs au cours des dernie`res anne´es. Dans
cette section, quelques me´thodes d’isolation de de´fauts ou d’interpre´tation d’une situation
hors controˆle sont pre´sente´es.
L’utilisation des cartes de controˆle univarie´es pour l’identification pose quelques pro-
ble`mes lie´s a` la probabilite´ globale des fausses alarmes qui n’est pas controˆle´e ainsi qu’a`
l’ignorance de la corre´lation entre les variables. Pour controˆler la probabilite´ globale, Alt
(1982) a sugge´re´ d’utiliser les cartes de controˆle univarie´es avec des limites ajuste´es de
type Bonferroni. Ainsi, Hayter et Tsui (1994) ont e´tendu cette ide´e en proposant une
proce´dure de construction pre´cise et simultane´e d’intervalles de confiance pour chaque
variable. Ceci a pour but d’offrir une identification plus aise´e des variables probablement
responsables du proble`me.
Dans le contexte multivarie´, Mason et al. (1995) ont propose´ une ide´e base´e sur la
de´composition de la statistique T2 en des parties inde´pendantes, dont chacune refle`te la
contribution d’une variable individuelle. Le proble`me de cette approche se re´sume dans
la non unicite´ d’une telle de´composition. Pour cela, Mason et al. (1996) ont pre´sente´
e´galement une proce´dure de controˆle alternative base´e sur une double de´composition de
la statistique T2.
Kourti et MacGregor (1996) ont de´veloppe´ diffe´rentes approches base´es sur l’ACP.
Lorsqu’une situation hors controˆle est de´tecte´e, des contributions sont calcule´es pour
identifier les variables responsables. La contribution indique la valeur implique´e par chaque
variable dans le calcul de l’indice ou la statistique utilise´e pour la de´tection. En effet, le
principe de la contribution des variables e´vite les proble`mes d’interpre´tations physiques
des composantes principales. Les approches des contributions sont e´galement investigue´es
par Westerhuis et al. (2000a) et Alcala et Qin (2009, 2011).
Une approche de localisation de de´fauts base´e sur le principe de la reconstruction a`
e´te´ propose´e dans la litte´rature (Dunia et Qin, 1998b; Qin, 2003). Cette me´thode repose
sur l’estimation de l’amplitude du de´faut en conside´rant la corre´lation entre les variables.
Nous notons que les approches de´die´es au diagnostic de de´fauts, comme les contribu-
tions et la reconstruction, seront de´taille´es lors du dernier chapitre.
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1.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ les diffe´rents concepts et de´finitions sur lesquels
se basent ge´ne´ralement la surveillance et le diagnostic de de´fauts d’un syste`me. Parmi les
approches existantes dans la litte´rature, nous sommes plus particulie`rement inte´resse´s a`
celles base´es sur une analyse de donne´es. Nous avons pre´sente´ des notions, tre`s ge´ne´rales,
concernant les cartes de controˆle. Ainsi, nous avons e´voque´ la ne´cessite´ de l’application
des techniques relevant du controˆle statistique multivarie´ afin d’assurer le controˆle des
processus qui ne disposent pas d’un mode`le mathe´matique qui soit complet. Nous avons
pre´sente´, d’une manie`re non exhaustive, quelques unes des cartes de controˆle multivarie´es
les plus utilise´es. Malgre´ leurs avantages par rapport aux cartes de controˆle univarie´es, un
proble`me tre`s important qui reste a` re´soudre est la manie`re d’identifier la variable ou les
variables responsable(s) d’un fonctionnement anormal de processus.
Le nombre de variables surveille´es dans un syste`me ainsi que la corre´lation limitent le
choix des me´thodes utilise´es pour l’obtention d’un diagnostic fiable. Dans ce cas, les me´-
thodes de projection peuvent eˆtre utilise´es, en particulier l’ACP qui a l’avantage d’e´laborer
un nombre re´duit de cartes de controˆle ce qui peut faciliter l’analyse. Pour l’identification
des variables responsables de de´fauts, les me´thodes de contributions ainsi que celle de
reconstruction sont lie´es aux parame`tres de mode`le ACP. Par conse´quent, la fiabilite´ de
la de´tection et du diagnostic de de´fauts en s’appuyant sur l’ACP est principalement base´e
sur l’optimalite´ de tel mode`le. Dans le chapitre suivant, nous allons de´crire plus en de´tail
l’approche d’ACP ainsi que la proble´matique lie´e au choix de mode`le.
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2.1 Introduction
L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une me´thode statistique multivarie´e
qui permet d’extraire les corre´lations d’un ensemble de donne´es a` travers un ensemble de
fonctions empiriques orthogonales. Elle repre´sente une me´thode descriptive permettant
d’e´tudier les relations line´aires entre les variables sans tenir compte a priori d’une quel-
conque structure (Jolliffe, 2002). Ses origines historiques peuvent eˆtre remonte´es jusqu’aux
œuvres de E. Beltrami en Italie (1873) et C. Jordan en France (1874) puisque ce sont eux
qui ont formule´ la de´composition en valeurs singulie`res (SVD) d’une matrice carre´e (Cinar
et al., 2007). Cependant, la premie`re application pratique de l’ACP peut eˆtre attribue´e
au travail de Pearson (1901) en biologie, puis elle a e´te´ de nouveau de´veloppe´e et forma-
lise´e par Hotelling (1933). Ensuite, elle est devenue une technique multivarie´e standard
(Jackson, 1991; Jolliffe, 2002).
Depuis les anne´es 1970, de nombreux travaux ont propose´ d’utiliser l’ACP comme
une technique de mode´lisation de processus a` partir de laquelle un mode`le ACP peut
eˆtre obtenu (Kresta et al., 1991; MacGregor et Kourti, 1995; Jolliffe, 2002). Ce mode`le
est extrait en se basant sur un ensemble de donne´es qui sont issues d’un fonctionnement
normal. Il permet d’estimer les variables ou les parame`tres du processus a` surveiller.
Ainsi, il peut eˆtre utilise´ pour de´tecter les valeurs aberrantes dans les donne´es, fournir la
re´conciliation de donne´es et surveiller les e´carts par rapport a` un fonctionnement normal.
L’utilisation fre´quente de l’ACP dans plusieurs domaines s’est justifie´e par sa re´duc-
tion des donne´es caracte´risant un espace de grande dimension en un ensemble de com-
posantes principales (CPs) constituant un sous-espace de dimension re´duite. Cependant,
l’optimalite´ d’une telle re´duction re´side dans la de´termination du nombre de CPs les plus
significatives. Dans ce cadre, plusieurs crite`res et re`gles ont e´te´ propose´s dans la litte´rature
afin de de´finir la dimension optimale d’un mode`le ACP (Jackson, 1991; Valle et al., 1999;
Jolliffe, 2002). D’une fac¸on non exhaustive, Jolliffe (2002) distingue selon son point de vue
trois diffe´rentes cate´gories de crite`res.
La premie`re famille constitue des crite`res empiriques ou heuristiques dont la justifi-
cation de leur utilisation, malgre´ quelques tentatives pour les mettre sur une base plus
formelle, reste subjective comme le pourcentage de la variance totale ou e´galement le test
du coude (Scree Test) propose´ par Cattell (1966). Contrairement, la fonction d’imbedded
error (IE) de Malinowski (1977) et beaucoup d’autres crite`res qui proviennent ge´ne´rale-
ment de la communaute´ de la chimiometrie disposent des re`gles de de´cision plus objec-
tives et simples. Ces re`gles se basent souvent sur la minimisation d’un crite`re par rapport
au nombre des CPs. En revanche, la subjectivite´ s’exprime dans la the´orie du crite`re
lui-meˆme. La deuxie`me cate´gorie repre´sente des approches base´es sur une se´rie de tests
d’hypothe`ses qui sont ge´ne´ralement tre`s sophistique´es et surestiment souvent la dimen-
sion du mode`le. A titre d’exemple, Bartlett (1954) et Lawley (1956) ont de´veloppe´ une
me´thode dont le proble`me confronte´ est associe´ au choix des niveaux des seuils pour les
diffe´rents tests. La troisie`me cate´gorie constitue des crite`res base´s sur des me´thodes de
calculs intensifs comme la validation croise´e qui permet le calcul d’un crite`re dit PRESS
(Wold, 1978; Eastment et Krzanowski, 1982). En effet, ce crite`re est fonde´ sur la capacite´
pre´dictive des diffe´rents mode`les ACP.
Notamment, la litte´rature a offert une autre cate´gorie de crite`res qu’on ne peut pas
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ignorer. Une telle cate´gorie intitule´e la the´orie de l’information est principalement issue
du domaine du traitement du signal. Notamment, elle est constitue´e de deux crite`res qui
sont commune´ment connus sous les noms d’Akaike Information Criterion (AIC, Akaike
(1973)) et Minimum Description Lenght (MDL, Schwarz (1978) et Rissanen (1978)).
Diffe´remment aux principes des crite`res classiques, de nouvelles approches proposent
de de´finir un mode`le ACP afin d’assurer une meilleure de´tection et localisation des de´fauts
plutoˆt que d’offrir une meilleure approximation des donne´es. Pour obtenir le mode`le ACP
le plus sensible a` un de´faut, Wang et al. (2004) ont propose´ d’utiliser un indice prenant
en compte l’amplitude minimale du de´faut ne´cessaire afin d’assurer sa de´tection. Notam-
ment, cette approche ne´cessite une connaissance a priori sur les de´fauts. Plus re´cemment,
Tamura et Tsujita (2007) ont propose´ une proce´dure permettant de de´finir la dimension
d’un mode`le ACP en fonction des directions des de´fauts afin de leur offrir une meilleure
sensibilite´. Puisque ces directions sont ge´ne´ralement inconnues, les meˆmes auteurs sug-
ge`rent de de´finir plusieurs mode`les ACP. Par conse´quent, une telle approche semble eˆtre
plus pratique en conside´rant uniquement les de´fauts simples. Cependant, elle est difficile-
ment utilisable dans le cas de de´fauts multiples ou` un grand nombre de mode`les doivent
eˆtre conside´re´s.
Le crite`re qui repre´sente un inte´reˆt majeur dans nos travaux de recherche se base sur
la minimisation de la variance de l’erreur de reconstruction e´galement appele´e la variance
non reconstruite (VNR) (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Qin et Dunia, 2000). Son expression
repre´sente la variance en fonction du nombre de CPs, de la diffe´rence entre une mesure
observe´e et son estime´e obtenue en utilisant l’ensemble des mesures des autres variables.
En effet, nous montrerons que ce crite`re aide a` identifier le nombre des axes principaux
uniquement entre les variables qui sont line´airement corre´le´es.
Ce chapitre pre´sentera un rappel du principe mathe´matique de l’ACP line´aire dans
la deuxie`me section. Etant donne´ que cette me´thode est conside´re´e comme un outil de
mode´lisation, la proble´matique souvent confronte´e lors de son utilisation repre´sente le
choix de la dimension du mode`le ACP. Pour cela, la troisie`me section de´finira quelques
proprie´te´s lie´es a` la de´termination d’un mode`le ACP en absence puis en pre´sence de bruit.
Dans la pratique, le bruit de mesures ne peut pas eˆtre ne´glige´, ce qui compliquera la
de´termination de la structure optimale du mode`le. Dans ce contexte, la quatrie`me section
pre´sentera quelques crite`res de se´lection parmi les plus connus dans la litte´rature. Ensuite,
une e´tude comparative des crite`res choisis sera pre´sente´e dans l’avant dernie`re section. Ceci
en conside´rant un exemple de synthe`se. A travers ce dernier, nous contribuons par deux
de´monstrations montrant les limitations de deux crite`res. Finalement, nous concluons ce
chapitre.
2.2 Analyse en composantes principales line´aire
L’ACP consiste a` remplacer une famille de variables par de nouvelles variables appele´es
CPs. Ces dernie`res sont de variances maximales et non corre´le´es deux a` deux. Elles sont
des combinaisons line´aires des variables originelles.
Conside´rons un ensemble de donne´es collecte´es lors d’un fonctionnement normal du
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syste`me e´tudie´. Ces donne´es peuvent eˆtre repre´sente´es par une matrice
X = [x(1), · · · ,x(N)]T ∈ RN×m (2.1)
ou` N repre´sente le nombre des observations et m repre´sente le nombre des variables
mesure´es. Chaque ligne de la matrice de donne´es X repre´sente une observation sous forme
d’un vecteur de mesures collecte´es a` un instant k, ge´ne´ralement centre´es
x(k) = [x1(k), · · · , xm(k)]
T ∈ Rm (2.2)
ou` xj(k) avec j = {1, · · · ,m} repre´sente la mesure de la variable j a` l’instant k. Par
de´finition, la matrice de covariance est donne´e par :
Σ = E
{
xxT
}
=
1
N
XTX ∈ Rm×m (2.3)
Selon le principe de l’ACP, on suppose qu’un vecteur de composantes tˆ ∈ Rℓ est
associe´ a` chaque vecteur d’observation dont il optimise la repre´sentation au sens de la
minimisation de l’erreur d’estimation de x ou la maximisation de la variance de tˆ. A
chaque instant k, les vecteurs tˆ et x sont lie´s par une transformation line´aire de type
tˆ(k) = Pˆ Tx(k) telle que la matrice de transformation Pˆ ∈ Rm×ℓ ve´rifie la condition
d’orthogonalite´ Pˆ T Pˆ = Iℓ ∈ R
ℓ×ℓ.
Les colonnes de la matrice Pˆ sont les vecteurs d’une base orthonorme´e d’un sous-espace
Rℓ de repre´sentation re´duite des donne´es initiales. La transformation line´aire se traduit
par la projection des donne´es originelles exprime´es dans un espace de dimension m vers
un sous-espace orthogonal de dimension ℓ. Les composantes tj(k) avec j = {1, · · · , ℓ}
du vecteur tˆ(k) sont les projections des e´le´ments du vecteur de donne´es x(k) dans le
sous-espace Rℓ.
L’optimisation de la repre´sentation en se basant sur la matrice de projection Pˆ est
obtenue par la minimisation de l’erreur quadratique d’estimation de x. Notons par Pˆ la
matrice optimale de repre´sentation, celle-ci peut eˆtre donne´e par :
Pˆ = argmin
Pˆ
{
Je(Pˆ )
}
(2.4)
ou` Je repre´sente le crite`re de l’erreur d’estimation par ACP qui devrait eˆtre minimise´.
Sous la contrainte d’orthogonalite´ de la matrice de projection Pˆ , nous pouvons e´crire :
Je(Pˆ ) = E
{
‖x− xˆ‖2
}
= E
{∥∥∥x− Pˆ Pˆ Tx∥∥∥2}
= E
{(
x− Pˆ tˆ
)T (
x− Pˆ tˆ
)}
= E
{
xTx− tˆ
T
tˆ
}
= E
{
tr
(
xxT
)
− tˆ
T
tˆ
}
= tr {Σ} − E
{
tˆ
T
tˆ
}
= tr {Σ} − Jv(Pˆ ) (2.5)
ou` tr {.} de´signe la trace d’une matrice carre´e. Etant donne´ que le terme tr {Σ} est une
constante, la minimisation du crite`re Je revient a` maximiser celui du Jv donne´ par :
Jv(Pˆ ) = E
{
tˆ
T
tˆ
}
= E
{
ℓ∑
j=1
t2j
}
=
ℓ∑
j=1
E
{
t2j
}
=
ℓ∑
j=1
Var
{
tj
}
(2.6)
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D’apre`s l’e´quation pre´ce´dente, la maximisation du crite`re Jv est e´quivalente a` une
maximisation de la variance de la composante tj. Ainsi, le proble`me d’optimisation est
reformule´ comme suit :
Pˆ = argmin
Pˆ
{
Je(Pˆ )
}
= argmax
Pˆ
{
Jv(Pˆ )
}
(2.7)
Pour de´terminer les vecteurs colonnes de la matrice Pˆ, on note par t ∈ R la projection
du vecteur de donne´es x le long d’une direction repre´sente´e par un vecteur unitaire p ∈ Rm.
La composante t est obtenue par le produit scalaire t = xTp = pTx sous la contrainte
‖p‖2 = pTp = 1. Notamment, elle repre´sente une nouvelle variable ayant une moyenne et
une variance qui de´pendent des proprie´te´s statistiques de x comme suit :
E {t} = E
{
pTx
}
= pT E {x} = 0 (2.8)
Var {t} = E
{
(t− E {t})2
}
= E
{
t2
}
= E
{(
pTx
) (
xTp
)}
= pT E
{
xxT
}
p
= pTΣp (2.9)
La maximisation de la variance de projection, sous condition d’une norme unite´ du
vecteur p, repre´sente un proble`me d’optimisation sous contrainte e´galite´ qui peut eˆtre
formalise´ par la fonction de Lagrange :
L(p, λ) = Jv(p)− λ
(
pTp− 1
)
= pTΣp− λ
(
pTp− 1
)
(2.10)
ou` λ ∈ R de´signe le multiplicateur de Lagrange. En tenant compte de la syme´trie de la
matrice Σ, le vecteur p maximisant le crite`re d’optimisation Jv est solution du syste`me
d’e´quations suivant : {
∂L(p, λ)/∂p = Σp− λp = 0
∂L(p, λ)/∂λ = pTp− 1 = 0
(2.11)
Par conse´quence, la re´solution de ce syste`me d’e´quations est identifie´e comme un
proble`me d’estimation de valeurs et vecteurs propres normalise´s de la matrice Σ. Un tel
syste`me d’e´quations admet des solutions re´elles de la variables λ obtenues par re´solution
de l’e´quation caracte´ristique suivante :
Det {Σ− λIm} = 0 (2.12)
ou` Det {.} repre´sente le de´terminant d’une matrice carre´e. Im est la matrice identite´
d’ordre m. Les solutions de l’e´quation pre´ce´dente repre´sentent les valeurs propres de Σ.
A chaque valeur propre λ est associe´ un vecteur propre p ve´rifiant (Σ− λIm)p = 0.
Ceci permet d’avoir m vecteurs propres pi associe´s aux m valeurs propres λi de la ma-
trice Σ ve´rifiant ainsi la relation Σpi = λipi avec i = {1, · · · ,m}. Sous forme matricielle,
une telle relation me`ne a` e´crire ce qui suit :
ΣP = PΛ (2.13)
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P = [p1, · · · ,pm] ∈ R
m×m repre´sente la matrice de projection de donne´es. Elle est
orthonorme´e puisque ses colonnes correspondent aux vecteurs propres de Σ :
PTP = PPT = Im ∈ R
m×m (2.14)
Λ = diag {λ1, · · · , λm} ∈ R
m×m repre´sente la matrice diagonale constitue´e en e´le´ments
diagonaux des valeurs propres de Σ.
D’apre`s les e´quations (2.13) et (2.14), on peut de´duire que PTΣP = Λ. Ceci nous
permet de conclure que la premie`re direction, ayant une variance maximale de projection
de donne´es x, est porte´e par le vecteur propre p1 associe´ a` la plus grande valeur propre λ1.
Cette dernie`re repre´sente la variance d’une telle direction. Le second axe factoriel aussi
rend la variance maximale tout en e´tant orthogonal au premier. Sa variance λ2 est moins
importante que celle qui correspond a` la premie`re direction. Par conse´quent, les e´le´ments
diagonaux de Λ sont arrange´s dans l’ordre de´croissant : λ1 ≥ · · · ≥ λm.
En conside´rant la matrice P, le vecteur de donne´es x(k) peut se transformer sans
aucune perte d’informations en un vecteur de composantes principales (CPs) :
t(k) = [t1(k), · · · , tm(k)]
T = PTx(k) ∈ Rm (2.15)
ou` les CPs tj avec j = {1, · · · ,m} sont de´finies par :
tj(k) = p
T
j x(k) = x
T (k)pj (2.16)
Celles-ci sont statistiquement non corre´le´es :
E
{
titj
}
= E
{
pTi xx
Tpj
}
= pTi Σpj = 0 i 6= j (2.17)
La notation sous forme matricielle nous permet de de´finir la matrice des CPs comme
suit :
T = [t(1), · · · , t(N)]T = XP ∈ RN×m (2.18)
La de´termination du vecteur de donne´es x(k) a` partir du vecteur associe´ des CPs t(k)
est donne´e par :
x(k) = Pt(k) =
m∑
j=1
pjtj(k) (2.19)
La re´duction des donne´es est re´alise´e a` travers les ℓ premie`res CPs ayant les plus
grandes variances. En conse´quence, les ℓ premiers vecteurs propres forment le sous-espace
vectoriel re´duit pour les donne´es initiales. L’estimation xˆ(k) du vecteur de donne´es x(k)
dans ce sous-espace re´duit (souvent appele´ sous-espace de repre´sentation ou principal et
note´ Sˆ) est donne´e par :
xˆ(k) = Pˆtˆ(k) = PˆPˆ
T
x(k) = Cˆx(k) (2.20)
ou` la matrice optimale de repre´sentation exprime´e dans l’e´quation (2.7) est de´finie comme
suit :
Pˆ = [p1, · · · ,pℓ] ∈ R
m×ℓ (2.21)
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tˆ(k) = Pˆ
T
x(k) ∈ Rℓ repre´sente le vecteur des ℓ premie`res CPs. La matrice Cˆ ∈ Rm×m
caracte´rise ainsi le mode`le ACP.
Toutefois, la re´duction de dimension engendre ge´ne´ralement une perte d’informations
qui sont re´cupe´re´es dans un vecteur re´siduel x˜(k). Ce dernier est exprime´ dans un sous-
espace re´siduel S˜ constitue´ par le reste des CPs associe´es aux (m − ℓ) derniers vecteurs
propres :
x˜(k) = P˜t˜(k) = P˜P˜
T
x(k) = C˜x(k) (2.22)
avec
P˜ =
[
pℓ+1, · · · ,pm
]
∈ Rm×(m−ℓ) (2.23)
et
C˜ = P˜P˜
T
= Im − Cˆ (2.24)
La matrice C˜ ∈ Rm×m de´crit le mode`le re´siduel. On entrevoit ici que l’ACP est une
approche de mode´lisation permettant ainsi l’obtention d’un mode`le ACP d’un syste`me
e´tudie´.
L’interpre´tation du principe de la mode´lisation par ACP repre´sente un partitionnement
de l’espace Rm des mesures x(k) en un sous-espace principal Sˆ et un sous-espace re´siduel
S˜. Par conse´quent, le vecteur de mesures x(k) est de´compose´ comme suit :
x(k) = xˆ(k) + x˜(k) (2.25)
Notamment, une proprie´te´ ge´ome´trique d’orthogonalite´ entre le vecteur estime´ et celui
re´siduel est toujours ve´rifie´e puisque :
C˜Cˆ = CˆC˜ = 0m ∈ R
m×m (2.26)
Celle-ci implique que le sous-espace principal et le sous-espace re´siduel sont orthogo-
naux pour toutes valeurs de ℓ. Ainsi,
x˜T (k)xˆ(k) = 0 (2.27)
Une analyse de la robustesse de l’ACP par rapport au bruit de mesures me`ne a` la
de´finition de quelques proprie´te´s relatives a` la de´termination d’un mode`le ACP.
2.3 Proprie´te´s
Ge´ne´ralement, la pre´sence de bruit de mesures est ine´vitable dans les donne´es. Sous
l’hypothe`se de l’absence de perturbations et de de´fauts, il est possible de conside´rer que
le vecteur x est perturbe´ par un bruit v ∈ Rm de moyenne nulle :
x(k) = x˚(k) + v(k) (2.28)
ou` x˚(k) repre´sente le vecteur de donne´es en absence de bruit de mesures.
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2.3.1 Mode´lisation en absence de bruit
Notons par Σ˚ la matrice de covariance des donne´es x˚. Sa de´composition en valeurs
singulie`res peut s’exprimer comme suit :
Σ˚ =
1
N
X˚
T
X˚ = P˚Λ˚P˚
T
(2.29)
ou` X˚ repre´sente la matrice des donne´es suppose´es eˆtre sans bruit. Elle est exprime´e en
fonction des observations x˚(k) comme suit :
X˚ = [˚x(1), · · · , x˚(N)]T ∈ RN×m (2.30)
En effet, le nombre optimal ℓ des CPs doit correspondre au rang q de la matrice Σ˚
car en pre´sence des corre´lations line´aires entre les variables, les (m− q) dernie`res valeurs
propres de Σ˚ sont nulles. Ainsi, les partitionnements approprie´s des matrices P˚ et Λ˚
conduisent a` re´e´crire cette dernie`re de la fac¸on suivante :
Λ˚ =
[
ˆ˚
Λ 0
0 0(m−q)
]
=
[
ˆ˚
PT
˜˚
PT
]
Σ˚
[
ˆ˚
P
˜˚
P
]
(2.31)
ou`
ˆ˚
Λ ∈ Rq×q repre´sente la matrice diagonale compose´e des q valeurs propres non nulles :
ˆ˚
Λ = diag{˚λ1, · · · , λ˚q} (2.32)
λ˚ℓ, avec ℓ = {1, · · · , q}, de´crit la variance de la ℓe`me CP des donne´es e´tudie´es en
l’absence de bruit de mesures. D’apre`s l’e´quation (2.31), on peut de´duire ce qui suit :
˜˚
PT Σ˚
˜˚
P = 0(m−q) ∈ R
(m−q)×(m−q) (2.33)
Ainsi, la substitution de la matrice Σ˚ par son expression donne´e dans (2.29) me`ne a`
la relation suivante :
˜˚
PT X˚
T
X˚
˜˚
P =
(
X˚
˜˚
P
)T (
X˚
˜˚
P
)
= 0(m−q) (2.34)
Celle-ci implique que :
X˚
˜˚
P = 0 ∈ RN×(m−q) (2.35)
En tenant compte des observations x˚(k) qui constituent la matrice X˚, on peut e´gale-
ment de´duire que :
˜˚
PT x˚(k) = 0 ∈ R(m−q) (2.36)
La relation pre´ce´dente forme un syste`me compose´ de (m − q) e´quations line´aires. En
effet, les (m − q) valeurs propres nulles de Σ˚ impliquent l’existence de (m − q) relations
line´aires entre les variables. Ainsi, ces e´quations repre´sentent celles de redondance pre´-
sentes entre les variables e´tudie´es. En absence de bruit de mesures, les q valeurs propres
non nulles indiquent l’existence de q variables line´airement inde´pendantes.
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Exemple 2.1 De´termination d’un mode`le ACP en absence de bruit
Afin d’illustrer un exemple, on conside`re le syste`me suivant :{
y1(k) = 2u1(k)− u2(k)
y2(k) = u2(k) + u3(k)
(2.37)
y1 et y2 repre´sentent les signaux de sorties d’un tel syste`me. u1, u2 et u3 sont les
signaux d’entre´es dont les expressions en fonction du temps sont les suivantes :

u1(k) = 1 + sin(k/3)
u2(k) = 2 cos(k/4) exp(−k/N)
u3(k) = log(u2(k)
2)
(2.38)
On a construit une matrice de donne´es X˚ compose´e de N = 2700 observations. Cha-
cune de ces dernie`res repre´sente un vecteur des mesures associe´es aux variables e´tudie´es :
x˚(k) = [u1(k) u2(k) u3(k) y1(k) y2(k)]
T . La de´composition en valeurs singulie`res de la
matrice de covariance Σ˚ de X˚ me`ne aux valeurs propres donne´es par le tableau 2.1.
13.026 5.276 1.315 0 0
Table 2.1 – Valeurs propres de Σ˚ de l’exemple 2.1
On remarque l’existence de deux valeurs propres nulles ce qui explique l’existence de
deux e´quations de redondance dans le syste`me. Les trois valeurs propres non nulles in-
diquent la pre´sence de trois variables non corre´le´es qui repre´sentent les entre´es du syste`me
dans cet exemple.
Le sous-espace re´siduel est engendre´ par les deux derniers vecteurs propres dont les
transpose´es sont exprime´es comme suit :
˜˚
PT =
[
0.410 0.366 0.572 −0.205 −0.572
0.733 −0.526 −0.160 −0.366 0.160
]
(2.39)
On peut alors de´duire que les e´quations de redondance sont les suivantes :{
0.410u1(k) + 0.366u2(k) + 0.572u3(k)− 0.205y1(k)− 0.572y2(k) = 0 (a)
0.733u1(k)− 0.526u2(k)− 0.160u3(k)− 0.366y1(k) + 0.160y2(k) = 0 (b)
(2.40)
A partir de l’e´quation (2.40.a), la variable y1 peut eˆtre exprime´e en fonction des autres
variables de la manie`re suivante :
y1(k) =
1
0.205
(0.410u1(k) + 0.366u2(k) + 0.572u3(k)− 0.572y2(k)) (2.41)
En remplac¸ant la variable y1 de l’e´quation (2.40.b) par son expression donne´e dans
(2.41), on peut de´duire que :
y2(k) = u2(k) + u3(k) (2.42)
Ainsi, la re´injection de celle-ci dans l’e´quation (2.41) me`ne a` :
y1(k) = 2u1(k)− u2(k) (2.43)
On peut alors conclure qu’il est possible de retrouver a` partir des e´quations de redon-
dance le syste`me initial donne´ par (2.37).
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2.3.2 Mode´lisation en pre´sence de bruit
D’apre`s Li et Qin (2001), l’ACP fournit un mode`le non biaise´ uniquement dans le cas
particulier ou` les mesures des variables du processus sont entache´es par un bruit blanc
(inde´pendant et identiquement distribue´ : i.i.d.).
Lorsque le bruit v est i.i.d. de variance identique σ2, l’expression de la matrice de
covariance des donne´es bruite´es est la suivante :
Σ = E{xxT} = PΛPT = Σ˚ + σ2Im (2.44)
Ainsi, Anderson (1963) a montre´ que les vecteurs propres des matrices Σ et Σ˚ sont
identiques. Pour ℓ = q CPs, il est alors possible d’exprimer la matrice C˜ comme suit :
C˜ =
˜˚
P
˜˚
PT (2.45)
Par conse´quent, le vecteur re´siduel ainsi que celui estime´ d’une observation bruite´e
x(k) sont respectivement exprime´s de la manie`re suivante :
x˜(k) = C˜ (˚x(k) + v(k))
= C˜v(k) (2.46)
et
xˆ(k) = Cˆ (˚x(k) + v(k)) (2.47)
En pre´sence de bruit i.i.d., le mode`le ACP est constitue´ de q CPs. Dans ce cas et
d’apre`s l’e´quation (2.46), les donne´es sans bruit ne sont pas projete´es dans le sous-espace
re´siduel. En effet, ce dernier ne peut contenir que le bruit de mesures. Cependant, le
sous-espace principal peut contenir les donne´es non bruite´es ainsi que le bruit.
2.4 De´termination d’une structure optimale du mo-
de`le ACP
En pre´sence de bruit de mesures, les valeurs propres nulles de la matrice de covariance
indiquent l’existence de relations line´aires et les plus petites valeurs propres indiquent
l’existence de relations quasi-line´aires. Le choix du nombre de CPs joue donc un roˆle crucial
dans la de´termination des relations de redondance entre les variables. Toutefois, un tel
nombre re´ve`le une difficulte´ pour sa de´termination. Pour cela, de nombreux crite`res ont e´te´
propose´s dans la litte´rature afin d’offrir des solutions aidant dans le choix de la structure
adapte´e du mode`le ACP. D’une fac¸on non exhaustive, nous avons choisi certains crite`res
parmi les plus connus afin de re´aliser une e´tude comparative sur leurs performances.
2.4.1 Crite`res de la the´orie de l’information
Dans le domaine du traitement du signal, l’identification des sources inde´pendantes
des signaux a` partir d’un nombre fini d’observations bruite´es est un proble`me crucial. Les
solutions propose´es dans ce cadre peuvent eˆtre explore´es avec l’ACP pour de´terminer le
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nombre des signaux non corre´le´s. En effet, un vecteur d’observation peut eˆtre mode´lise´
comme une superposition d’un nombre fini de signaux noye´s dans un bruit additif. L’ob-
jectif est d’identifier ces signaux. Sous l’hypothe`se que le bruit de mesures est i.i.d., sa
variance doit correspondre aux plus petites valeurs propres de la matrice de covariance. En
se basant sur le principe de la vraisemblance, deux crite`res AIC (Akaike, 1973) et MDL
(Rissanen, 1978) et (Schwarz, 1978) ont e´te´ propose´s puis reformule´s et adapte´s par Wax
et Kailath (1985) afin d’eˆtre utiles dans le choix du nombre des CPs significatives. En
effet, le nombre des signaux non corre´le´s a` identifier doit correspondre aux minima des
crite`res AIC et MDL dont les expressions sont respectivement donne´es par :
AIC(ℓ) = −2 log f(X|θˆ) + 2G(θˆ) (2.48)
MDL(ℓ) = −2 log f(X|θˆ) +G(θˆ) logN (2.49)
avec
f(X|θˆ) = N
m∑
a=ℓ+1
log λa −N(m− ℓ) log
(
1
m− ℓ
m∑
a=ℓ+1
λa
)
(2.50)
et
G(θˆ) = ℓ(2m− ℓ) (2.51)
ou` la fonction log repre´sente l’ope´rateur du logarithme ne´pe´rien. On remarque que les
premiers termes (a` droite) des expressions (2.48) et (2.49) sont identiques et de´croissants
en ℓ. En revanche, les seconds termes sont croissants en ℓ. The´oriquement, il existe un
minimum qui correspond a` un nombre de CPs pour chacun des deux crite`res. Notam-
ment, Wax et Kailath (1985) ont montre´ que le crite`re MDL est capable d’estimer une
structure adapte´e du mode`le ACP sous l’hypothe`se que le nombre d’observations consi-
de´re´es soit assez important. Tandis que celui d’AIC pre´sente une tendance asymptotique
de surestimation du nombre des CPs retenues.
2.4.2 Crite`res heuristiques
La qualite´ des estimations par ACP de´pend du choix du nombre des CPs retenues ou
encore de la dimension du sous-espace de repre´sentation. Dans la suite, nous pre´sentons
d’une fac¸on non exhaustive les crite`res heuristiques les plus couramment utilise´s.
2.4.2.1 Crite`re IE
L’analyse factorielle est une me´thode conc¸ue pour re´soudre les proble`mes multidi-
mensionnels. Elle exprime un ensemble de donne´es sous forme d’une somme line´aire des
produits de fonctions. Ainsi, une re´duction est re´alise´e afin de reproduire ces donne´es a`
partir d’un sous-espace compose´ uniquement des variables latentes significatives qui ont
e´te´ de´termine´es par l’analyse factorielle. Notamment, la premie`re e´tape dans le processus
de cette me´thode fait appelle a` l’ACP qui consiste a` de´terminer ce nombre de facteurs
cache´s. Puisque la reproduction des donne´es engendre ne´cessairement des erreurs, Mali-
nowski (1977) distingue trois types d’erreurs qui sont : real error (RE), imbedded error
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(IE) et extracted error (XE). En investiguant de pre´s le comportement de la fonction
IE, cette dernie`re a e´te´ conside´re´e par Malinowski (1977) comme un crite`re capable de
de´terminer la dimension d’un mode`le ACP. Son expression de´pend principalement des
valeurs propres re´siduelles :
IE(ℓ) =
(
ℓ
Nm(m− ℓ)
m∑
a=ℓ+1
λa
) 1
2
(2.52)
Chaque variable latente ou CP se´lectionne´e est compose´e des mesures observe´es et
des erreurs. Lorsque le sous-espace constitue´ par les variables latentes retenues n’est pas
encore optimal, le crite`re IE de´croˆıt en ℓ en repre´sentant par conse´quent une mixture des
mesures observe´es et des erreurs. Au point ou` toute l’information normale est extraite, IE
devient croissant en ℓ en exprimant uniquement les erreurs. Une repre´sentation convenable
des donne´es est assure´e par le nombre des CPs qui correspondent a` la valeur minimale de
ce crite`re.
Bien que les crite`res AIC, MDL et IE soient de´veloppe´s dans diffe´rents domaines,
ils repre´sentent deux points communs. En effet, ils se basent uniquement sur des valeurs
propres issues de la matrice de covariance des donne´es. Par conse´quent, ces dernie`res ne
doivent pas eˆtre normalise´es. En outre, le bruit de mesures des variables est suppose´ eˆtre
inde´pendant et identiquement distribue´.
2.4.2.2 Pourcentage cumule´ de la variance
Les valeurs propres de la matrice de corre´lation repre´sentent les variances des CPs. Par
conse´quent, elles ont e´te´ utilise´es pour de´finir un crite`re PCV dans le but est la de´ter-
mination de la structure optimale d’un mode`le ACP. Ce crite`re repre´sente le pourcentage
de la variance explique´e par les CPs retenues comme suit :
PCV(ℓ) = 100


ℓ∑
a=1
λa
m∑
a=1
λa

% (2.53)
Ge´ne´ralement, on essaie de retenir avec ce crite`re un nombre de CPs ayant un PCV
compris entre 90% et 95% ou 99% de la variance totale. La re`gle de de´cision base´e sur
un tel crite`re est tre`s subjective, car il s’agit d’une re´alisation d’un compromis entre une
variance maximale et un nombre minimal de CPs retenues. Le choix de la dimension du
mode`le ACP est souvent difficile puisque ce crite`re est monotone croissant en ℓ. En outre,
son efficacite´ a` fournir le nombre optimal des CPs de´pend fortement du rapport signal sur
bruit puisque la variance du bruit est inconnue.
2.4.2.3 Scree Test
Le Scree Test ou test du coude est une approche empirique propose´e principalement
par Cattell (1966) pour la se´lection du nombre optimal des CPs. Elle est base´e sur un
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test du coude de la courbe du pourcentage de la variance re´siduelle dont l’expression est
la suivante :
PVR(ℓ) = 100


m∑
a=ℓ+1
λa
m∑
a=1
λa

% (2.54)
Ce crite`re pre´sente une allure de´croissante en ℓ. Son principe est fonde´ sur l’ide´e
que la variance re´siduelle devrait atteindre un e´tat stationnaire lorsque les CPs ignore´es
ressemblent a` des erreurs ale´atoires. Ainsi, le nombre des CPs a` retenir est relatif au
premier point d’inflexion de´tecte´ sur la courbe.
On observe le graphique du crite`re PVR et on ne retient que les valeurs qui se trouvent
a` gauche du point d’inflexion. Graphiquement, on part des composantes qui se trouvent
a` droite, apportant le moins d’informations. On relie par une droite les points presque
aligne´s et on ne retient que les CPs qui sont au dessus de cette ligne. La mise en œuvre de
cette me´thode est relativement facile, cependant dans certains cas il est difficile de trouver
un point d’inflexion ou le coude si la courbe de´croˆıt lentement.
2.4.2.4 Crite`re de Guttman
Le crite`re de Guttman pour la de´termination du nombre approprie´ des variables la-
tentes en analyse factorielle (ou le nombre des CPs significatives en ACP) a e´te´ initialement
propose´ par Guttman (1954) puis adapte´ et popularise´ par Kaiser (1961). En s’appuyant
sur un tel crite`re, on ne compte que les composantes ou facteurs avec des valeurs propres
supe´rieures a` l’unite´ qui repre´sente la moyenne arithme´tique de toutes les valeurs propres
de la matrice de corre´lation. L’expression de ce crite`re en ℓ est la suivante :
KG(ℓ) = λℓ (2.55)
Chaque CP retenue dans le mode`le ACP contribue par sa variance. Ainsi, sa contri-
bution est conside´re´e significative si elle de´passe la moyenne totale, sinon elle devrait eˆtre
e´carte´e. Cette ide´e est justifie´e par Guttman (1954) afin de fournir une borne infe´rieure
pour le nombre des variables latentes repre´sentatives en conside´rant une matrice de cor-
re´lation. Plus intuitivement, l’argument a e´te´ avance´ afin d’exprimer qu’aucune CP dont
la variance est infe´rieure a` celle d’une variable originelle ne peut eˆtre conside´re´e comme
repre´sentative.
La popularite´ du crite`re KG, par rapport a` d’autres plus ope´rationnels et mieux jus-
tifiables, apparaˆıt plus particulie`rement dans sa simplicite´ d’utilisation. Dans un cadre
d’une e´tude par simulation, Yeomans et Golder (1982) ont examine´ de plus pre`s le com-
portement de ce crite`re afin de montrer l’ampleur probable des erreurs introduites par son
utilisation sans pre´cautions. Le seul cas ou` ce crite`re est efficace semble bien eˆtre lorsque
le nombre des composantes repre´sentatives est beaucoup moins infe´rieur que celui des
variables originelles. Ainsi, la proportion de la variance de chaque variable, explique´e par
les CPs retenues, doit eˆtre e´leve´e.
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2.4.2.5 Autocorre´lation
L’autocorre´lation est une me´thode qualitative propose´e pour le choix d’un mode`le
ACP. Ge´ne´ralement, les allures des CPs les plus significatives doivent eˆtre lisses tandis que
les autres lie´es principalement aux bruits pre´sentent des fluctuations rapides et ale´atoires.
Dans ce cadre, Shrager et Hendler (1982) ont propose´ la fonction d’autocorre´lation du
premier ordre comme une mesure quantitative de ce comportement :
AC(ℓ) =
E{tℓ(k)tℓ(k + 1)}
Var{tℓ(k)}
=
1
(N − 1)λℓ
N−1∑
k=1
t(k, ℓ)t(k + 1, ℓ) (2.56)
ou` t(k, ℓ) repre´sente la ke`me valeur de la ℓe`me colonne de la matrice des CPs note´e T
dans l’e´quation (2.18).
Lorsqu’une CP est significative, son autocorre´lation sera importante car il y aura
certainement une corre´lation entre ses e´le´ments qui correspondent aux diffe´rentes obser-
vations. En revanche et si elle est principalement associe´e a` un bruit de mesures, peu de
corre´lation est attendue entre ses e´le´ments qui sont fortement ale´atoires. Par conse´quent,
son autocorre´lation sera relativement faible. D’apre`s Shrager et Hendler (1982), une valeur
d’autocorre´lation supe´rieure a` 0.5 indique que la CP correspondante est significative. Dans
le cas contraire, la composante en question est constitue´e principalement de bruit. Dans
ce cas, elle ne devrait pas eˆtre incluse dans le model. Le choix de la valeur d’un tel seuil est
conside´rablement arbitraire, ce qui repre´sente l’inconve´nient de ce crite`re. En outre, une
CP ayant une grande variance peut correspondre a` une faible valeur d’autocorre´lation, ce
qui lui risque d’eˆtre exclue du mode`le.
2.4.2.6 Validation croise´e
L’ide´e de la validation croise´e est base´e principalement sur la pre´diction a` travers
un mode`le ACP d’une mesure xi(k) de la matrice de donne´es X. Selon Wold (1978) et
Eastment et Krzanowski (1982), le nombre des CPs retenues est optimal si la moyenne de
la pre´diction globale d’une telle mesure n’est plus significativement ame´liore´e par l’ajout
de CPs supple´mentaires. Ainsi, le mode`le optimal est alors constitue´ du nombre minimum
des CPs ne´cessaires pour une pre´diction ade´quate.
Dans ce cadre, le crite`re qui de´coule de l’approche de la validation croise´e repre´sente
une minimisation de la somme des carre´s des erreurs de pre´diction. Il est connu sous le
nom de PRESS :
PRESS(ℓ) =
1
Nm
N∑
k=1
m∑
i=1
(xˆ
(ℓ)
i (k)− xi(k))
2 (2.57)
ou` xˆ
(ℓ)
i (k) repre´sente la pre´diction de xi(k), qui correspond a` la ke`me mesure de la ie`me
variable, en utilisant un mode`le ACP constitue´ de ℓ CPs.
Toutefois, on distingue dans la litte´rature deux fac¸ons diffe´rentes pour le calcul de ce
crite`re, car la manie`re de la pre´diction propose´e par Wold (1978) diffe`re de celle propose´e
par Eastment et Krzanowski (1982). Inde´pendamment de cette diffe´rence, il est important
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de mentionner que ce crite`re pre´sente une complexite´ dans son imple´mentation ainsi qu’un
couˆt de calcul important.
Par ailleurs, Besse et Ferre´ (1993) ont montre´ the´oriquement que l’usage du crite`re
PRESS n’apporte pas une re`gle de de´cision plus objective que les crite`res heuristiques.
Sous l’hypothe`se que le nombre d’observations conside´re´es est tre`s important, un de´ve-
loppement de Taylor a permis a` ces auteurs de montrer que la quantite´ PRESS peut eˆtre
approxime´e comme suit :
PRESS(ℓ) ≈
1
m
m∑
a=ℓ+1
λa (2.58)
Ce crite`re est alors de´croissant en ℓ. Par conse´quent, l’ide´e d’identifier la CP qui
correspond au minimum de PRESS ne peut servir dans le choix d’un mode`le ACP. En
outre, ce crite`re est e´quivalent a` ceux prenant simplement la part de la variance re´siduelle
en particulier le crite`re PVR. Tandis que, Wold (1978) et Eastment et Krzanowski (1982)
ont e´galement propose´ l’investigation d’autres crite`res issues de la quantite´ PRESS qui
sont respectivement le ratio R et le crite`re W. L’utilisation des ces derniers pour le
choix de la dimension d’un mode`le ACP est base´e sur une comparaison de leurs valeurs a`
des seuils juge´s arbitraires dans la litte´rature limitant par conse´quence de leurs efficacite´s.
Malgre´ la ce´le´brite´ de la validation croise´e, cette dernie`re n’est plus conside´re´e avantageuse
par rapport aux restes des crite`res heuristiques. Pour cette raison, elle ne pre´sentera pas
l’objectif de notre e´tude dans ce chapitre.
2.4.3 Minimisation de la variance de l’erreur de reconstruction
Le crite`re qui repre´sente un objectif principal d’une e´tude dans ce chapitre est lie´ a`
la variance de l’erreur de reconstruction ou la variance non reconstruite (VNR) (Dunia
et Qin, 1998b,c,a; Qin et Dunia, 2000). En effet, la qualite´ de la reconstruction est lie´e
a` la capacite´ du mode`le ACP a` mode´liser les relations de redondance entre les variables.
Ainsi, ce crite`re aide a` de´finir le nombre des CPs exprimant une meilleure reconstruction.
Le principe de reconstruction repre´sente une e´limination de l’effet d’un de´faut. Autre-
ment dit, cette approche estime le vecteur d’amplitudes d’un tel de´faut.
Pour une raison de simplifications qui seront utiles pour le reste des chapitres, nous
de´finissons ici d’une manie`re ge´ne´rale l’expression d’un vecteur de donne´es en pre´sence
de de´fauts multidimensionnels. Nous notons par SJ le sous-espace caracte´ristique d’un
de´faut re´el FJ affectant un ensemble J constitue´ de r variables ou` r = dim(SJ ). Nous
conside´rons e´galement ΞJ ∈ R
m×r une base orthonorme´e pour un tel sous-espace dont les
colonnes sont celles de la matrice identite´ et qui correspondent aux variables en de´faut.
Posons x∗(k) qui est suppose´ inconnu le vecteur de mesures collecte´es lors du fonction-
nement normal. En pre´sence du de´faut FJ , le vecteur x(k) peut s’e´crire comme suit :
x(k) = x∗(k) + ΞJ f(k) (2.59)
ou` f(k) ∈ Rr repre´sente le vecteur d’amplitudes des composants de de´faut a` l’instant k.
On formule l’hypothe`se que les donne´es utilise´es pour construire le mode`le ACP sont
”saines”. Les donne´es ”saines” correspondent a` des donne´es obtenues lors du fonctionne-
ment normal du syste`me e´tudie´.
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2.4.3.1 Crite`re VNR
Dans l’objectif de choisir une structure adapte´e du mode`le ACP en s’appuyant sur l’ap-
proche de reconstruction, on suppose que les de´fauts sont unidimensionnels ou simples.
Cela signifie que la matrice orthonorme´e des directions ΞJ ainsi que le vecteur d’ampli-
tudes des composants de de´faut f(k) dans l’e´quation (2.59) sont respectivement remplace´s
par un vecteur ξj qui repre´sente la je`me colonne de la matrice identite´ et f(k) un sca-
laire qui de´signe l’amplitude de de´faut caracte´risant la je`me variable. Dans ce cadre, la
reconstruction d’une telle variable aboutit a` un vecteur reconstruit d’observation ayant
l’expression suivante :
xj(k) = x
∗(k) = x(k)− ξjf(k)
= x(k)− ξj fˆj(k) (2.60)
ou` fˆj(k) est l’estime´e de f(k) dans la direction de la je`me variable. En effet, l’estimation de
l’amplitude f est optimale par minimisation de l’erreur quadratique re´siduelle ‖C˜xj(k)‖
2
comme suit :
fˆj(k) = argmin
f(k)
{
‖C˜xj(k)‖
2
}
= (ξTj C˜ξj)
−1ξTj C˜x(k) (2.61)
Par conse´quent, le vecteur reconstruit d’observation aura la forme suivante :
xj(k) = (Im − ξj(ξ
T
j C˜ξj)
−1ξTj C˜)x(k) (2.62)
Certainement, la reconstruction n’est possible que sous conditions. En effet, la je`me
variable est reconstructible si ξTj C˜ξj 6= 0. Cela implique que le vecteur C˜ξj n’est pas nul.
Apre`s avoir pre´sente´ le principe de reconstruction, la variance non reconstruite de la
je`me variable est de´finie par :
σ2j (ℓ) = Var
{
ξTj (x− xj)
}
= Var
{
fˆj
}
=
ξTj C˜E
{
xxT
}
C˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
=
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
(2.63)
On de´duit qu’une telle variance repre´sente tout simplement la variance de l’amplitude
estime´e du de´faut. Une telle variance justifie l’ide´e de son utilisation pour le choix d’un
mode`le ACP. En effet, les donne´es utilise´es pour la mode´lisation sont suppose´es eˆtre sans
de´fauts. Ainsi, la reconstruction d’une variable donne´e en utilisant un mode`le judicieu-
sement choisi doit fournir une variance non reconstruite minimale. Puisqu’on dispose de
plusieurs variables qui doivent eˆtre e´tudie´es simultane´ment, on doit alors identifier un
mode`le ACP qui minimise la variance globale non reconstruite (VNR) repre´sente´e par la
somme suivante :
VNR(ℓ) =
m∑
j=1
σ2j (ℓ)
ξTj Σξj
=
m∑
j=1
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj Σξj)(ξ
T
j C˜ξj)
2
(2.64)
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Dans le but d’e´viter les proble`mes d’e´chelles des variances non reconstruites, il est
important de ponde´rer chaque σ2j par ξ
T
j Σξj qui repre´sente la variance originelle de la
je`me variable. Evidemment, si les variables e´tudie´es sont re´duites alors ξTj Σξj = 1.
Le choix d’un mode`le ACP en se basant sur ce crite`re s’est justifie´ par une se´lection
du nombre optimal (ℓop) des CPs offrant la meilleure reconstruction. Autrement dit, ℓop
doit assurer une variance non reconstruite minimale :
ℓop = argmin
ℓ
{VNR(ℓ)} (2.65)
2.4.3.2 Consistance the´orique du crite`re VNR
D’apre`s Dunia et Qin (1998b,c,a) et Qin et Dunia (2000), ce crite`re doit ne´cessaire-
ment admettre un minimum qui correspond a` un mode`le optimal offrant une meilleure
reconstruction. Afin de montrer l’existence d’un tel minimum, Dunia et Qin (1998a) ont
de´compose´ la variance non reconstruite de la je`me variable en deux variances en se basant
sur la proprie´te´ exprime´e dans l’e´quation (2.24) et qui donne :
‖ξj‖
2 = ‖C˜ξj‖
2 + ‖Cˆξj‖
2 = 1 (2.66)
Ainsi, la variance de l’erreur de reconstruction individuelle d’une variable donne´e peut
s’e´crire comme suit :
σ2j (ℓ) =
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
=
ξTj C˜ΣC˜ξj
‖C˜ξj‖
2(1− ‖Cˆξj‖
2)
=
ξTj C˜ΣC˜ξj
‖C˜ξj‖
2
(
1 +
‖Cˆξj‖
2
1− ‖Cˆξj‖
2
)
(2.67)
En posant
σ˜2j (ℓ) =
ξTj C˜ΣC˜ξj
‖C˜ξj‖
2
(2.68)
et
σˆ2j (ℓ) = σ˜
2
j (ℓ)
(
‖Cˆξj‖
2
1− ‖Cˆξj‖
2
)
(2.69)
la variance non reconstruite exprime´e dans l’e´quation (2.67) n’est autre que :
σ2j (ℓ) = σ˜
2
j (ℓ) + σˆ
2
j (ℓ) (2.70)
Dunia et Qin (1998a) ont montre´ que la fonction σ˜2j est monotone de´croissante en ℓ.
Par ailleurs, la fonction σˆ2j tend vers l’infini pour ℓ = m. En conse´quence, la variance non
reconstruite σ2j doit obligatoirement avoir un minimum qui correspond a` un nombre de
CPs ℓ ∈ [1,m]. Ces de´ductions peuvent eˆtre e´galement e´tendues au crite`re VNR puisqu’il
repre´sente la somme des variances non reconstruites de toutes les variables. Ne´anmoins,
on s’interroge si le nombre des CPs qui correspond a` un tel minimum repre´sente le nombre
the´orique q de´fini auparavant. Dans ce cadre, Valle et al. (1999) ont e´tendu leurs travaux
afin d’e´tablir des the´ore`mes sur la consistance d’un tel crite`re en montrant qu’il est capable
de de´finir correctement le nombre optimal des CPs sous des conditions qui de´pendent de
la distribution du bruit de mesures.
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Cas de bruit i.i.d. D’apre`s (2.44), la matrice des valeurs propres, en pre´sence d’un
bruit de mesures i.i.d. de variance σ2, peut eˆtre introduite de la fac¸on suivante :
Λ = Λ˚ + σ2Im =
[
ˆ˚
Λ + σ2Iq 0
0 σ2I(m−q)
]
(2.71)
ou` Λ˚ et
ˆ˚
Λ sont donne´es respectivement par les e´quations (2.31) et (2.32).
Pour ℓ ≥ q, on a ξTj C˜ΣC˜ξj = σ
2ξTj P˜P˜
T
ξj ce qui implique que la variance non recons-
truite de la je`me variable peut s’exprimer comme suit :
σ2j (ℓ) =
σ2
ξTj P˜P˜
T
ξj
∀ ℓ ≥ q (2.72)
Dans le cas particulier ou` ℓ = q, on a :
σ2j (q) =
σ2
ξTj P˜qP˜
T
q ξj
(2.73)
avec la matrice des vecteurs propres P˜q est donne´e par :
P˜q =
[
pq+1, · · · , pℓ, pℓ+1, · · · , pm
]
=
[
pq+1, · · · , pℓ, P˜
]
(2.74)
Celle-ci implique que :
ξTj P˜qP˜
T
q ξj ≥ ξ
T
j P˜P˜
T
ξj (2.75)
ainsi,
σ2j (ℓ) ≥ σ
2
j (q) ∀ ℓ ≥ q (2.76)
Inde´pendamment de la nature de la matrice Σ si elle repre´sente une matrice de cova-
riance ou une matrice de corre´lation, on a :
σ2j (ℓ)
ξTj Σξj
≥
σ2j (q)
ξTj Σξj
∀ ℓ ≥ q (2.77)
L’ine´galite´ pre´ce´dente nous permet de de´duire que :
VNR(ℓ) ≥ VNR(q) ∀ ℓ ≥ q (2.78)
d’ou`
argmin
ℓ
{VNR(ℓ)} = q ∀ ℓ ≥ q (2.79)
Cette e´galite´ prouve que le crite`re VNR ne surestime plus la dimension d’un mode`le
ACP en pre´sence de bruit i.i.d.
Par ailleurs et dans le cas ou` ℓ < q, la matrice des vecteurs propres P˜q sera englobe´e
dans P˜ comme suit :
P˜ =
[
pℓ+1, · · · , pq, P˜q
]
pour ℓ < q (2.80)
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Dans ce cas, Valle et al. (1999) ont montre´ que :
σ2j (ℓ) ≥ σ
2
j (q) si λ˚q ≥
ξTj P˜P˜
T
ξj
ξTj P˜qP˜
T
q ξj
σ2 ∀ ℓ < q (2.81)
Cette hypothe`se mettra en e´vidence que la variance de la dernie`re CP the´oriquement
significative doit eˆtre supe´rieure a` la variance du bruit de mesures. Par conse´quent, le
crite`re VNR de´finit correctement le nombre optimal des CPs sous une telle condition :
argmin
ℓ
{VNR(ℓ)} = q si λ˚q ≥
ξTj P˜P˜
T
ξj
ξTj P˜qP˜
T
q ξj
σ2 ∀
{
ℓ < q
1 ≤ j ≤ m
(2.82)
Cas de bruit colore´ Il semblerait que l’hypothe`se qui consiste a` conside´rer que le
bruit est blanc ne soit pas toujours adapte´e. Il se peut qu’on pre´fe`re mode´liser le bruit
diffe´remment en le colorant i.e. soit en relaˆchant la contrainte que les variances sont
identiques soit que le bruit est inde´pendant, soit les deux. Dans la pratique, les variances
du bruit ne sont pas ne´cessairement identiques. Dans ce cas, la matrice des valeurs propres
prend la forme suivante :
Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λq, σ
2
q+1, · · · , σ
2
m} (2.83)
ou` les σ2i sont les variances du bruit. En suivant le meˆme principe que celui du cas de
bruit i.i.d., Valle et al. (1999) ont montre´ que le crite`re VNR atteint son minimum a`
ℓ = q CPs si :
σ2q+1
σ2m
≤
ξTj P˜qP˜
T
q ξj
ξTj P˜P˜
T
ξj
pour ℓ ≥ q (2.84)
et
λq ≥
(
1 +
ξTj P˜P˜
T
ξj
ξTj P˜qP˜
T
q ξj
)
σ2q+1 pour ℓ < q (2.85)
L’interpre´tation de la premie`re ine´galite´ implique que l’e´tendue des variances du bruit
doit eˆtre faible ce qui implique e´galement que ces variances doivent avoir des valeurs tre`s
proches. Cependant, la deuxie`me condition indique que la qe`me CP qui est la dernie`re
suppose´e eˆtre the´oriquement retenue doit avoir une variance au moins deux fois plus
supe´rieure que celle de la (q + 1)e`me CP.
2.5 Etude comparative des diffe´rents crite`res
Les diffe´rents crite`res pre´sente´s dans ce chapitre vont eˆtre compare´s vis-a`-vis de leurs
efficacite´s et performances dans le choix de la dimension optimale du mode`le ACP d’un
ensemble de donne´es simule´es. Pour e´valuer ces crite`res plusieurs enjeux sont conside´-
re´s tels que le nombre de variables, le nombre d’observations et la variance du bruit de
mesures.
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x˚1(k) = 3 + exp(cos(
k
15pi
))
x˚2(k) = cos(
1
2pik
) sin( k
2pi
)
x˚3(k) = arctan(50pik) log(1 + x˚2(k)
2)
x˚4(k) = x˚1(k) + 3x˚2(k)
x˚5(k) = x˚1(k)− x˚2(k)
x˚6(k) = x˚1(k) + x˚3(k)
x˚7(k) = x˚2(k) + 3x˚3(k)
x˚8(k) =
10
pi
arctan(tan( pi
200
(k − 100)))
x˚9(k) = 10 cos(7pik)
x˚10(k) = 2x˚8(k) + x˚9(k)
x˚11(k) = −2x˚8(k) + 3x˚9(k)
x˚12(k) = x˚2(k) + x˚8(k)
x˚13(k) = (2 + cos(0.2pik))
−1
x˚14(k) =
40
pi
cos(7pik) arctan(tan( 9pi
200
(k − 900)))
x˚15(k) = sgn(sin(0.007pik))
Table 2.2 – Expressions analytiques des variables simule´es
2.5.1 Pre´sentation et interpre´tation de l’exemple simule´
L’exemple de simulation comporte diffe´rents ensembles de variables. Nous conside´rons
un jeu de donne´es qui fait apparaˆıtre des relations de redondance analytiques line´aires
et non line´aires ainsi que des variables inde´pendantes. Les relations non line´aires entre
quelques variables ne peuvent pas eˆtre exprime´es dans un contexte d’une ACP line´aire.
Par conse´quent, ces variables sont line´airement inde´pendantes.
Notons par x˚(k) = [˚x1(k), · · · , x˚15(k)]
T ∈ R15 un vecteur de donne´es compose´ des
mesures non bruite´es pre´leve´es au ke`me instant d’un ensemble de 15 variables. A titre
d’exemple, x˚j(k) repre´sente la mesure non bruite´e de la je`me variable au ke`me instant. En
absence de bruit, les mesures des variables sont ge´ne´re´es par les expressions analytiques
donne´es dans le tableau 2.2.
L’interpre´tation the´orique des e´quations du tableau 2.2 nous permet de de´duire que
les variables x˚1, x˚2, x˚3, x˚8 et x˚9 ne sont pas corre´le´es. Par contre, elles sont corre´le´es avec
d’autres variables. Cependant, les variables x˚13, x˚14 et x˚15 sont line´airement inde´pendantes
et/ou quasi-inde´pendantes du reste des variables et entre elles. Afin de mieux interpre´ter
ces relations de de´pendance, nous avons propose´ d’investiguer les valeurs propres des
matrices de corre´lation de quatre principales bases de donne´es sans bruit de mesures. En
conside´rant des mesures normalise´es, les matrices de corre´lation de ces quatre groupes de
variables a` e´tudier sont note´es de la manie`re suivante :(
Σ˚
)
A
= E
{
x˚x˚T
}
ou`, a` l’instant k x˚(k) = [˚x1(k), · · · , x˚12(k)]
T ∈ R12 (2.86)
(
Σ˚
)
B
= E
{
x˚x˚T
}
ou`, a` l’instant k x˚(k) = [˚x1(k), · · · , x˚13(k)]
T ∈ R13 (2.87)
(
Σ˚
)
C
= E
{
x˚x˚T
}
ou`, a` l’instant k x˚(k) = [˚x1(k), · · · , x˚14(k)]
T ∈ R14 (2.88)
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(
Σ˚
)
D
= E
{
x˚x˚T
}
ou`, a` l’instant k x˚(k) = [˚x1(k), · · · , x˚15(k)]
T ∈ R15 (2.89)
Le premier ensemble de donne´es note´ A est compose´ des 12 premie`res variables du
tableau 2.2. The´oriquement, ce groupe pre´sente 5 variables line´airement non corre´le´es.
Cela indique l’existence de 5 valeurs propres non nulles. Cette de´duction est bien confir-
me´e par les re´sultats donne´es dans la deuxie`me colonne du tableau 2.3. L’addition de la
treizie`me variable a` celles de l’ensemble A, permettra l’obtention d’un deuxie`me groupe
de variables B. La variable ajoute´e est line´airement inde´pendante de toutes les variables.
The´oriquement, elle repre´sente toute seule une CP en gardant sa variance originelle qui
vaut l’unite´ puisque les mesures sont normalise´es. La troisie`me colonne du tableau 2.3
montre que la valeur propre λ˚6 est celle qui est associe´e a` la variable inde´pendante x˚13.
Ainsi, l’inde´pendance d’une telle variable se manifeste par l’insensibilite´ des autres valeurs
propres a` sa pre´sence car elles sont inchange´es. Cette variable inde´pendante constitue une
CP ayant une variance moins faible qu’aux variances des autres CPs. Le groupe B dispose
alors de 6 valeurs propres non nulles.
Le troisie`me ensemble C est compose´ des quatorze premie`res variables. Cet ensemble
repre´sente celui de B auquel on a ajoute´ la variable x˚14. En absence du bruit de mesures,
l’ajout d’une telle variable a` l’ensemble B a le´ge`rement modifie´ trois valeurs propres parmi
les anciennes tout en produisant une nouvelle valeur propre λ˚7 proche de l’unite´. L’inter-
pre´tation de la quatrie`me colonne du tableau 2.3 nous me`ne a` conclure que la variable x˚14
est tre`s le´ge`rement corre´le´e avec x˚13 ainsi qu’avec d’autres variables difficilement identi-
fiables. En effet, les seules valeurs propres qui ont e´te´ perturbe´es par la pre´sence de x˚14
sont λ˚6 qui correspond a` la variable x˚13 ainsi que λ˚2 et λ˚3. Par ailleurs, cette perturbation
peut eˆtre conside´re´e tre`s ne´gligeable puisque λ˚6 et λ˚7 sont toutes les deux tre`s proches
de l’unite´. En conse´quence, x˚13 et x˚14 sont line´airement quasi-inde´pendantes voire inde´-
pendantes entres elles ainsi qu’aux autres variables. Notamment, l’ensemble C pre´sente 7
valeurs propres non nulles.
Le quatrie`me groupe de donne´es, note´ D, est constitue´ de toutes les variables du ta-
bleau 2.2. D’apre`s la cinquie`me colonne de ce tableau, on peut de´duire que la variable
ajoute´e x˚15 est inde´pendante puisque sa pre´sence n’a aucun effet sur le reste des variables.
En effet, elle a produit une valeur propre e´gale a` l’unite´, en meˆme temps les autres an-
ciennes valeurs propres n’ont subi aucun changement. Ce dernier groupe de variables
dispose donc de 8 CPs associe´es aux valeurs propres non nulles.
Dans la pratique, les mesures sont entache´es de bruit. Pour cette raison, des bruits
i.i.d. de moyennes nulles et de variances identiques ge´ne´re´es selon trois diffe´rents cas ont
e´te´ superpose´s aux variables du tableau 2.2.
Selon le principe d’utilisation des crite`res e´tudie´s dans ce chapitre, nous avons dis-
tingue´ deux principales familles. La premie`re repre´sente des crite`res qui se re´fe`rent a` des
seuils pour de´finir le nombre optimal des CPs. En revanche, la deuxie`me cate´gorie est
constitue´e des crite`res dont la minimisation par rapport au nombre des CPs peut indiquer
la dimension ade´quate du mode`le ACP.
Le premier cas correspond a` la superposition d’un bruit i.i.d. de faible variance (σ2 =
0.002) largement infe´rieure aux variances des variables originelles. Naturellement, les re-
lations line´aires entre les variables ne sont pas trop perturbe´es. Ainsi, les nombres opti-
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Ensemble A Ensemble B Ensemble C Ensemble D
(
Σ˚
)
A
(
Σ˚
)
B
(
Σ˚
)
C
(
Σ˚
)
D
λ˚
1
2.92 2.92 2.92 2.92
λ˚
2
2.77 2.77 2.78 2.78
λ˚
3
2.69 2.69 2.70 2.70
λ˚
4
2.10 2.10 2.10 2.10
λ˚
5
1.51 1.51 1.51 1.51
λ˚
6
0 1 1.08 1.08
λ˚
7
0 0 0.90 1
λ˚
8
0 0 0 0.90
λ˚
9
0 0 0 0
λ˚
10
0 0 0 0
λ˚
11
0 0 0 0
λ˚
12
0 0 0 0
λ˚
13
X 0 0 0
λ˚
14
X X 0 0
λ˚
15
X X X 0
Table 2.3 – Valeurs propres des matrices de corre´lation des quatre ensembles de variables
en absence du bruit de mesures et pour N = 1500 observations
maux des CPs qui constituent les mode`les ACP dans chaque ensemble e´tudie´ de variables,
doivent correspondre aux nombres des valeurs propres non nulles du tableau 2.3.
Les courbes des crite`res e´tudie´s pour la se´lection du nombre des CPs dans les ensembles
de variables A, B, C et D dont chacun est constitue´ de 1500 observations, sont illustre´es
respectivement par les figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. On note que les crite`res AIC,MDL, IE
et VNR sont exprime´es en coordonne´es semi-logarithmique afin que leurs courbes soient
mieux lisibles. Notamment, une majorite´ des crite`res e´tudie´s est base´e sur des donne´es
initialement normalise´es donc en utilisant les valeurs propres des matrices de corre´lation.
Ne´anmoins, les crite`res AIC, MDL et IE utilisent des donne´es non re´duites puisqu’ils
ont e´te´ de´finis valables uniquement avec les valeurs propres des matrices de covariance.
2.5.2 Interpre´tations des crite`res base´s sur des seuils
Pour le premier cas de cette e´tude qui correspond a` des variables entache´es d’un bruit
de faible variance, les nombres optimaux the´oriques des CPs dans les ensembles A, B, C
et D sont respectivement 5, 6, 7 et 8 CPs. On observe clairement dans toutes les figures
(2.1, 2.2, 2.3 et 2.4) que les crite`res AC, KG, PCV et PVR ne peuvent en aucun cas
assurer d’une fac¸on pre´cise et objective les mode`les optimaux.
En effet, le crite`re AC montre que la deuxie`me CP posse`de la plus faible valeur
d’autocorre´lation. En outre, une telle valeur est tre`s infe´rieure au seuil indique´. Ne´anmoins,
quelques auteurs sugge`rent parfois un ajustement d’un tel seuil afin qu’il soit adaptable
au crite`re. Il est bien e´vident qu’aucun ajustement ne peut apporter d’avantage puisque
la CP en question pre´sente la plus faible valeur d’autocorre´lation. L’inconve´nient de ce
crite`re se re´sume dans le fait qu’une CP ayant une variance importante peut correspondre
malheureusement a` une faible valeur d’autocorre´lation.
Le crite`re KG a correctement indique´ le nombre optimal des CPs uniquement dans
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Figure 2.1 – Allures des crite`res de se´lection pour l’ensemble A dont les variables sont
entache´es par un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
2 4 6 8 10 12
−0.2
0
0.2
0.4
0.6
0.8  
2 4 6 8 10 12
104
	
  
2 4 6 8 10 12
0
1
2
3 

2 4 6 8 10 12
104
	
 ﬀ
2 4 6 8 10 12
80
100
120 ﬁ
ﬃﬂ 
2 4 6 8 10 12
10−2
	
 !ﬃ"#
2 4 6 8 10 12
0
20
40
60
%$'&)(+*-,/./021
ﬁ
ﬂ43 
2 4 6 8 10 12
102
%$'& ( *-,/./021
	
 ﬂ4536"#
Figure 2.2 – Allures des crite`res de se´lection pour l’ensemble B dont les variables sont
entache´es par un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
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Figure 2.3 – Allures des crite`res de se´lection pour l’ensemble C dont les variables sont
entache´es par un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
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Figure 2.4 – Allures des crite`res de se´lection pour l’ensemble D dont les variables sont
entache´es par un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
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l’ensemble A. Cependant, sa performance de se´lection a e´te´ de´grade´e dans le reste des
ensembles en manquant toujours une ou deux CPs par rapport aux nombres the´oriques
pre´vus. Cette limitation s’explique par l’existence des variables quasi-inde´pendantes x˚13
et x˚14 dans les ensembles C et D. Ces deux variables ont produit deux valeurs propres
qui sont le´ge`rement supe´rieure et infe´rieure a` l’unite´. En ajoutant un bruit, l’une des
deux valeurs propres n’a pas franchi le seuil de l’unite´. En effet, le crite`re KG ignore
souvent les CPs qui correspondent aux variables inde´pendantes et plus particulie`rement
quasi-inde´pendantes dans le cas de donne´es normalise´es. En conside´rant des matrices de
covariance, une variable inde´pendante ne peut eˆtre retenue par le crite`re KG que si sa
variance est supe´rieure a` la moyenne arithme´tique de toutes les valeurs propres. Cela
explique qu’une telle variable peut eˆtre retenue dans des cas et e´carte´e dans d’autres.
En essayant d’expliquer une variabilite´ ge´ne´ralement supe´rieure a` 80% de la variance
totale, le crite`re PCV montre une diversite´ de choix qui se complique proportionnellement
au nombre des variables conside´re´es. En effet, il peut exister dans l’intervalle [80%, 99%]
plus qu’une CP qui peut satisfaire la contrainte. En plus, cette situation est tre`s confron-
te´e lorsque les valeurs propres significatives sont trop proches les unes des autres. Par
conse´quent, la de´cision devient difficile voire meˆme tre`s subjective.
Le principe de l’utilisation du crite`re PVR se re´sume dans la recherche du coude ou
du point d’inflexion. D’apre`s les figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4, on observe tre`s nettement
les points d’inflexion qui correspondent correctement aux nombres the´oriques optimaux
des CPs dans chaque ensemble de variables. Cependant, et selon le principe conventionne´
de l’utilisation de ce crite`re, on ne retient que les valeurs qui se trouvent a` gauche du
point d’inflexion. De cette manie`re, on remarque l’existence en permanence d’une CP
manquante dans les mode`les se´lectionne´s. Par conse´quent, la meilleure solution semble
d’en compter e´galement les points d’inflexion. En revanche, cette situation qui montre
clairement les points d’inflexion est tre`s particulie`re pour deux raisons principales. Pre-
mie`rement, la faiblesse de la variance du bruit conside´re´ a rendu les valeurs propres si-
gnificatives assez distinctes des autres. Deuxie`mement, le nombre des variables e´tudie´es
n’est pas assez important. Si ces deux arguments ne sont pas ve´rifie´s, la courbe du crite`re
PVR sera caracte´rise´e par une lente de´croissance. Par conse´quent, on peut se confronter
a` des situations ou` le point d’inflexion est quasiment inexistant.
2.5.3 Interpre´tations des crite`res minimise´s
La deuxie`me cate´gorie est constitue´e des crite`res AIC, MDL, IE et VNR. Leurs
courbes pour le cas des donne´es entache´es par un bruit i.i.d. de variance identique assez
faible sont illustre´es dans les deuxie`mes colonnes des figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. L’avantage
dans l’utilisation de ces crite`res se manifeste dans l’objectivite´ des choix puisqu’ils se
basent sur leurs minima afin d’en de´finir un nombre optimal des CPs. En revanche, il
reste a` e´valuer la consistance de leurs performances.
Afin d’approfondir l’e´tude comparative entre ces quatre crite`res, nous avons re´alise´
trois jeux de donne´es pour chacun des ensembles A, B, C et D. Chaque jeu repre´sente une
matrice de donne´es compose´ de N observations et correspond a` une variance particulie`re
du bruit i.i.d. Ainsi, les valeurs de ces variances sont respectivement σ2 = 0.002, σ2 = 0.2
puis σ2 = 0.5. Puisque le bruit repre´sente des variables ale´atoires, une seule re´alisation
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peut ne pas exprimer continuellement le meˆme minimum pour chaque crite`re. Pour cette
raison, chaque jeu de donne´es a e´te´ simule´ 1500 fois afin d’exprimer en pourcentage le
nombre des CPs retenues par chaque crite`re.
Le tableau 2.4 illustre les pourcentages des CPs retenues par les crite`res conside´re´s
pour des jeux de donne´es dont chacun est compose´ de N = 1500 observations. En re-
joignant les remarques donne´es par Wax et Kailath (1985), ce tableau prouve que le
crite`re AIC surestime souvent le nombre des CPs. Pour un bruit i.i.d. de faible variance
(σ2 = 0.002), le minimum d’un tel crite`re correspond dans 76.80%, 74.33%, 78.53% et
75.26% des re´alisations a` 5, 6, 7 et 8 CPs respectivement dans les ensembles A, B, C et D.
Malgre´ la le´ge`re variance du bruit conside´re´, ce crite`re a retenu dans approximativement
25% des cas des nombres de CPs supe´rieures a` ceux ne´cessaires. Par conse´quent, son in-
conve´nient se manifeste dans la surestimation de la structure du mode`le. L’augmentation
de la variance du bruit modifie les relations entre les variables en causant certainement
l’apparition de nouvelles variables inde´pendantes. A ce stade, il est difficile de connaˆıtre
les nombres optimaux de CPs dans les jeux de donne´es qui correspondent aux deux autres
variances du bruit. Cependant, et d’apre`s les pourcentages exprime´s dans le tableau 2.4,
le comportement du crite`re AIC est toujours fluctuant.
D’apre`s le meˆme tableau, nous remarquons que le crite`reVNR pre´sente avec 100% des
re´alisations un minimum pour 5 CPs dans les ensembles A, B, C et D qui correspondent
aux deux premiers cas des variances du bruit qui sont respectivement σ2 = 0.002 et
σ2 = 0.2. En revanche, ce crite`re indique avec plus de 97% un nombre de 4 CPs dans tous
les ensembles des variables en conside´rant un bruit de variance plus forte σ2 = 0.5.
Puisque le premier cas pre´sente des donne´es entache´es par un bruit de faible variance,
il peut eˆtre conside´re´ comme une re´fe´rence pour l’e´valuation des crite`res e´tudie´s car on
sait a priori les nombres optimaux des CPs dans chaque ensemble. Dans ce cas, le crite`re
VNR a de´fini correctement le nombre optimal des CPs uniquement dans l’ensemble A. En
investiguant la transition re´alise´e entre les ensembles e´tudie´s, nous remarquons l’existence
d’une variable inde´pendante ou quasi-inde´pendante qui s’ajoute a` chaque transition d’un
ensemble a` l’autre dans le sens de A vers D. Notamment, les variables inde´pendantes
conservent leurs inde´pendances quelle que soit la valeur de la variance du bruit i.i.d.
En conside´rant cette proprie´te´ ainsi que les re´sultats exprime´s par le tableau 2.4, on peut
de´duire que le crite`reVNR ne prend pas en compte ce type des variables. Cette de´duction
a e´te´ illustre´e a` travers un exemple simule´ par Mnassri et al. (2010a). Ne´anmoins, elle n’a
pas e´te´ prouve´e ou montre´e the´oriquement dans la litte´rature. Dans le cadre de cette the`se,
nous proposons dans l’annexe A une de´monstration the´orique prouvant la limitation du
crite`re VNR dans la se´lection des CPs en pre´sence des variables inde´pendantes et quasi-
inde´pendantes.
Une telle de´monstration justifie les pourcentages donne´s par ce crite`re dans le tableau
2.4 lors du premier cas de la variance du bruit. En augmentant cette variance (σ2 = 0.2),
nous remarquons que le crite`re VNR maintient les meˆmes re´sultats. Toutefois, l’augmen-
tation d’une telle variance peut causer l’apparition de variables inde´pendantes. Originel-
lement, l’ensemble A ne contient pas ce type de variables. Si les re´sultats de ce crite`re
sont inchange´s en faisant varier la variance du bruit (σ2 = 0.2), cela ne peut pas nier
la possibilite´ de leur apparition dans A puisqu’un tel crite`re est prouve´ insensible a` leur
pre´sence.
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Ensemble A Ensemble B Ensemble C Ensemble D
Crite`re : AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.002
5 CPs (%) 76.80 100 100 100 100 100 100
6 CPs (%) 18.40 74.33 100 100
7 CPs (%) 03.93 20.26 78.53 100 100
8 CPs (%) 00.60 04.53 16.46 75.26 100 100
9 CPs (%) 00.13 00.53 03.46 19.93
10 CPs (%) 00.13 00.26 01.00 03.66
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.2
5 CPs (%) 77.73 100 100 100 00.33 79.60 100 100 100 100
6 CPs (%) 17.80 76.73 20.40 00.33 79.06 100
7 CPs (%) 03.06 17.80 76.00 20.93 00.20 79.53 100
8 CPs (%) 00.80 03.60 19.53 78.06 20.46
9 CPs (%) 00.46 01.40 03.20 17.40
10 CPs (%) 00.13 00.13 00.73 03.40
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.5
4 CPs (%) 97.20 97.66 98.20 98.20
5 CPs (%) 75.73 100 100 02.80 47.00 100 100 02.33 01.80 01.80
6 CPs (%) 19.40 42.13 45.80 100 100
7 CPs (%) 03.53 08.53 41.86 44.93 100 100
8 CPs (%) 00.80 01.86 10.00 42.46
9 CPs (%) 00.33 00.46 01.80 10.40
10 CPs (%) 00.53 01.86
Table 2.4 – Pourcentage, par rapport a` 1500 re´alisations, des nombres de CPs retenues dans les ensembles des donne´es par
les crite`res minimise´s (N = 1500 observations ge´ne´re´es selon trois diffe´rents cas de bruit i.i.d.)
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Bruit i.i.d. : σ2 = 0.2 Bruit i.i.d. : σ2 = 0.5
ℓ = 5 CPs ℓ = 4 CPs ℓ = 5 CPs
ξTj C˜ξj ξ
T
j C˜ξj ξ
T
j C˜ξj
j = 1 0.593 0.653 0.604
j = 2 0.611 0.706 0.628
j = 3 0.398 0.965 0.362
j = 4 0.575 0.674 0.584
j = 5 0.629 0.622 0.622
j = 6 0.624 0.622 0.616
j = 7 0.579 0.760 0.593
j = 8 0.544 0.548 0.544
j = 9 0.628 0.629 0.628
j = 10 0.640 0.642 0.642
j = 11 0.611 0.611 0.610
j = 12 0.563 0.562 0.562
Table 2.5 – Coefficients diagonaux de la matrice C˜ de l’ensemble A et pour deux
diffe´rentes variances de bruit i.i.d.
D’apre`s l’expression du crite`re VNR ainsi que la de´monstration de l’annexe A, les
coefficients diagonaux (ξTj C˜ξj avec j = {1, · · · ,m}) de la matrice C˜ peuvent nous aider
dans l’identification des variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. Par ailleurs, nous
notons que cette technique ne garantit pas l’objectif de´sire´. Notamment, ces variables se
transforment en des CPs de variances hie´rarchiquement moins importantes que celles
des premie`res CPs qui repre´sentent les principales sources de corre´lation. Ainsi, elles
contribuent tre`s faiblement dans les vecteurs propres associe´s aux premie`res CPs. Cela
implique que les coefficients diagonaux qui leur correspondent dans C˜ sont tre`s proches
de l’unite´. En investiguant le tableau 2.5, la colonne qui correspond au cas d’un bruit
i.i.d. de variance σ2 = 0.2 n’exprime pas de particularite´ inte´ressante dans les coefficients
diagonaux de C˜. On peut ainsi de´duire qu’avec une telle variance du bruit, l’ensemble A
ne pre´sente pas de variables inde´pendantes.
Dans le troisie`me cas qui correspond a` des donne´es entache´es par un bruit i.i.d. de
variance plus e´leve´e (σ2 = 0.5), les pourcentages indiquent que le crite`re VNR a manque´
une CP. Ce re´sultat implique certainement qu’une variable qui repre´sente une source de
corre´lation s’est transforme´e avec l’effet du bruit en une variable inde´pendante ou quasi-
inde´pendante. Par conse´quent, l’e´tendue de cette transformation peut toucher d’autres
variables en les rendant e´galement inde´pendantes. Les variables touche´es sont uniquement
celles qui de´pendent de la source disparue. Ainsi, la proprie´te´ du crite`re VNR garantit
l’apparition d’au moins une variable inde´pendante dans l’ensembleA avec un bruit i.i.d. de
variance σ2 = 0.5. D’apre`s l’avant dernie`re colonne du tableau 2.5, les e´le´ments diagonaux
de la matrice C˜ calcule´e a` base des 4 CPs retenues par le crite`re VNR montre que la
troisie`me variable dispose d’un coefficient e´gale a` 0.965. Par conse´quent, cette variable
est devenue quasi-inde´pendante sous l’effet du bruit. Nous rappelons ainsi qu’elle a e´te´
une source de corre´lation. Malgre´ sa transformation, les autres variables n’ont pas e´te´
influence´es car leurs coefficients dans C˜ calcule´e a` base de 5 CPs ne pre´sentent pas des
valeurs proches de l’unite´ (dernie`re colonne du tableau 2.5).
Cette analyse nous permet de de´duire les nombres optimaux the´oriques des CPs sup-
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pose´es eˆtre retenues dans les ensembles e´tudie´s selon les diffe´rentes variances du bruit.
Inde´pendamment des crite`res utilise´s, les ensembles de variables A, B, C et D disposent
respectivement de 5, 6, 7 et 8 CPs dans les trois diffe´rents cas du bruit i.i.d.
D’apre`s le tableau 2.4, le crite`re IE retient avec une certitude de 100% un nombre
approprie´ de CPs pour chaque ensemble de variables et dans les diffe´rents cas du bruit.
En effet, il a correctement de´fini les nombres optimaux des CPs pour tous les ensembles
de variables durant le premier cas qui correspond a` un du bruit de faible variance. Excep-
tionnellement, ce crite`re a manque´ une CP dans les ensembles B, C et D pour les deux
autres cas ou` la variance du bruit est plus e´leve´e. Plus particulie`rement, la CP manque´e
se de´clare dans l’ensemble B entache´ d’un bruit de variance σ2 = 0.2. En absence de ce
dernier, nous rappelons que l’ensemble B se distingue par rapport a` A par la variable in-
de´pendante x˚13 (voir tableaux 2.2 et 2.3). Puisque ce crite`re a convenablement de´termine´
le nombre des CPs dans l’ensemble A avec le meˆme bruit, la CP manque´e doit ne´cessaire-
ment correspondre a` cette variable inde´pendante x˚13. En s’appuyant sur cette de´duction,
nous nous interrogeons alors sur la raison pour laquelle le crite`re IE a retenu les autres
variables inde´pendantes dans le reste des ensembles.
Nous notons que Malinowski (1977) a montre´ qu’un tel crite`re est monotone croissant
en ℓ en se limitant a` l’intervalle [q,m− 1] ou` q de´signe le nombre the´orique des CPs
suppose´es eˆtre retenues. Cependant, cela n’implique pas ne´cessairement que le minimum
de ce crite`re correspond a` q CPs pour toutes valeurs de ℓ ∈ [1,m− 1]. Pour cette raison,
nous avons e´tabli dans l’annexe B une condition ne´cessaire et suffisante garantissant le
minimum de ce crite`re a` q CPs. The´oriquement, le crite`re IE ne surestime pas la dimension
du mode`le. Par contre, il peut abandonner quelques CPs dont les valeurs propres en
absence du bruit de mesures ne satisfont pas la condition e´tablie (annexe B).
Avec des donne´es non re´duites, la variable inde´pendante x˚13 abandonne´e par ce crite`re
dispose en l’absence du bruit d’une variance de 0.25. Ainsi, il a e´te´ suppose´ que q = 6
CPs dans l’ensemble B entache´ d’un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.2. En conside´rant ces
parame`tres, nous pouvons prouver que la variance de la variable abandonne´e ne satisfait
pas la condition e´tablie par l’ine´galite´ (B.6) dans l’annexe B. De la meˆme manie`re, nous
pouvons ve´rifier e´galement que cette variable n’est plus en mesure d’eˆtre retenue par le
crite`re IE non seulement dans l’ensemble B mais e´galement dans C et D pour les deux
cas des variances du bruit (σ2 = 0.2 et σ2 = 0.5).
Puisque le crite`re IE ne surestime pas le nombre des CPs, cela justifie notre raison-
nement par l’apparition d’une variable inde´pendante qui n’a pas pu eˆtre retenue par le
crite`re VNR dans l’ensemble A contenant un bruit de variance σ2 = 0.5.
Dans le premier cas qui correspond a` un bruit i.i.d. de faible variance (σ2 = 0.002),
le crite`re MDL exprime dans 100% des re´alisations les nombres corrects de CPs pour
tous les ensembles de donne´es (tableau 2.4). L’investigation du deuxie`me cas, caracte´rise´
par un bruit de variance σ2 = 0.2, montre que ce crite`re a de´fini convenablement le
nombre the´orique des CPs uniquement dans l’ensemble A. Dans le reste des ensembles, il
a exprime´ avec 79% des nombres manquant une CP par rapport aux nombres the´oriques
pre´vus. Dans le troisie`me cas du bruit, le crite`re a totalement manque´ une CP dans
les ensembles B, C et D. En comparant les re´sultats de ce crite`re avec ceux donne´s par
IE, nous remarquons que la CP non retenue par MDL est e´galement lie´e a` la variable
inde´pendante x˚13.
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Ensemble A Ensemble B Ensemble C Ensemble D
Crite`re : AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR AIC MDL IE VNR
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.002
5 CPs (%) 76.66 100 100 100 100 100 100
6 CPs (%) 18.53 76.93 100 100
7 CPs (%) 03.93 19.20 79.00 100 100
8 CPs (%) 00.60 03.06 17.26 77.73 100 100
9 CPs (%) 00.13 00.73 03.20 17.13
10 CPs (%) 00.13 00.40 03.73
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.2
5 CPs (%) 78.40 100 100 100 100 100 100 100
6 CPs (%) 18.06 77.46 100 100
7 CPs (%) 02.93 18.33 79.00 100 100
8 CPs (%) 00.40 03.06 16.93 74.00 100
9 CPs (%) 00.13 00.86 03.06 21.06
10 CPs (%) 00.06 00.13 00.80 03.86
Bruit i.i.d. :
σ2 = 0.5
4 CPs (%) 100 100 100 100
5 CPs (%) 74.13 100 100 01.93 99.40 100
6 CPs (%) 20.46 75.86 00.60 01.60 99.40 100
7 CPs (%) 04.13 17.80 77.60 00.60 02.06 99.06 100
8 CPs (%) 01.13 03.66 15.93 76.53 00.93
9 CPs (%) 00.13 00.60 03.80 17.40
10 CPs (%) 00.13 00.86 02.86
Table 2.6 – Pourcentage, par rapport a` 1500 re´alisations, des nombres de CPs retenues dans les ensembles des donne´es par
les crite`res minimise´s (N = 6000 observations ge´ne´re´es selon trois diffe´rents cas de bruit i.i.d.)
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Ensemble A Ensemble B Ensemble C Ensemble D
Crite`re : MDL MDL MDL MDL
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.002
5 CPs (%) 100
6 CPs (%) 100
7 CPs (%) 100
8 CPs (%) 100
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.2
5 CPs (%) 100
6 CPs (%) 100
7 CPs (%) 100
8 CPs (%) 100
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.5
5 CPs (%) 100 01.46
6 CPs (%) 98.53 01.53
7 CPs (%) 98.46 02.00
8 CPs (%) 98.00
Table 2.7 – Pourcentage, par rapport a` 1500 re´alisations, des nombres de CPs retenues
dans les ensembles des donne´es par le crite`re MDL (N = 26000 observations ge´ne´re´es
selon trois diffe´rents cas de bruit i.i.d.)
Ne´anmoins, Wax et Kailath (1985) ont montre´ que le nombre des CPs se´lectionne´es par
le crite`reMDL converge vers le nombre optimal en conside´rant un nombre d’observations
N assez important. Dans un premier temps, nous avons reconside´re´ les meˆmes ensembles
des variables avec les meˆmes variances bu bruit mais pour un nombre d’observations N =
6000. Ainsi, nous avons refait le calcul des pourcentages des nombres de CPs retenues par
les crite`res e´tudie´s (tableau 2.6). Ce calcul a e´te´ re´alise´ en conside´rant 1500 re´alisations.
La comparaison des re´sultats du tableau 2.6 a` ceux du tableau 2.4 ne montre pas
d’ame´liorations particulie`res aux niveaux des se´lections par les crite`res AIC, IE et VNR.
Toutefois, le crite`reMDL a e´te´ remarquablement influence´ par l’augmentation du nombre
d’observations en assurant avec une performance de 100% le nombre ade´quat des CPs
dans tous les ensembles de variables entache´es par un bruit de variance σ2 = 0.2. Pour
le cas d’une variance σ2 = 0.5, ce crite`re manque encore la CP posant le proble`me du
de´part dans les ensembles B, C et D. Par contre, nous remarquons que les pourcentages
de se´lection ont quand meˆme subi une tre`s le´ge`re modification suite a` l’augmentation
du nombre d’observations. Malgre´ que ces observations soient largement suffisantes pour
de´crire correctement le comportement du syste`me e´tudie´, il semblerait encore insuffisantes
pour que le crite`re MDL de´finisse correctement le nombre ade´quat des CPs.
Dans ce cadre, nous avons augmente´ le nombre d’observations a` une valeur tre`s im-
portante N = 26000. Les nouveaux pourcentages obtenus pour le crite`re concerne´ sont
affiche´s dans le tableau 2.7. D’apre`s ce dernier, nous remarquons que le crite`re MDL
converge dans 98% des re´alisations vers les nombres souhaite´s des CPs dans le cas d’un
bruit de variance σ2 = 0.5. Pour les deux premiers cas du bruit, le crite`re atteint son
optimal avec un nombre d’observations N moins infe´rieur.
Il est ainsi clair que la performance du crite`re MDL est proportionnelle au nombre
d’observations. Dans la pratique, on dispose ge´ne´ralement d’un nombre fini d’observations.
Par conse´quent, l’utilisation d’un tel crite`re malgre´ son efficacite´ prometteuse ne garantit
57
Chapitre 2. Mode´lisation par analyse en composantes principales
pas la convergence vers le nombre convenable des CPs. Si les observations disponibles sont
insuffisantes pour ce crite`re, ce dernier abandonne ge´ne´ralement les CPs qui correspondent
aux variables inde´pendantes ou quasi-inde´pendantes ayant de faibles variances.
2.6 Conclusion
Le principe mathe´matique d’une ACP des donne´es sans bruit de mesures nous a permis
d’avoir une ide´e claire sur la de´finition d’une structure optimale d’un mode`le ACP. Dans
la pratique, la de´termination d’une telle structure n’est pas assez simple qu’on l’imagine
a` cause de la pre´sence du bruit dans les donne´es. En se re´fe´rant aux crite`res de choix de
la structure adapte´e du mode`le ACP qui existent dans la litte´rature, nous avons choisi
d’une manie`re non exhaustive quelques crite`res parmi les plus connus pour une e´valuation
de leur performance sur un exemple simule´. Selon le principe d’utilisation de ces crite`res,
nous avons distingue´ deux principales familles.
La premie`re pre´sente des crite`res heuristiques qui se basent ge´ne´ralement sur des seuils
pour la se´lection du nombre optimal des CPs tels que l’autocorre´lation (AC), le crite`re de
Kaiser-Guttman (KG), le pourcentage cumule´ de la variance (PCV) et le pourcentage
de la variance re´siduelle (PVR). Dans ce chapitre, ces crite`res ont e´te´ utilise´s sur des
donne´es normalise´es. Nous avons conclu a` travers l’exemple de simulation qu’une de´cision
base´e sur les deux crite`res PCV et PVR se complique avec l’augmentation du nombre
de variables e´tudie´es ainsi que la variance du bruit. En effet, les allures des courbes
repre´sentant les valeurs propres peuvent devenir tre`s lentes, ce qui favorise l’inexistence
du point d’inflexion pour le crite`re PVR. Ceci implique e´galement une multitude des
nombres de CPs dans l’intervalle de se´lection pour le crite`re PCV. Quant a` la de´cision
base´e sur le crite`reKG, on constate qu’elle est discriminante car elle a e´limine´ les variables
inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. En ce qui concerne le crite`re AC, son inconve´nient
se re´sume principalement dans le fait qu’une CP significative peut avoir une faible valeur
d’autocorre´lation qui ne lui permis pas d’eˆtre retenue par un tel crite`re. Malgre´ leurs
popularite´s, ces crite`res sont subjectifs et largement restreints en termes de de´cisions et
efficacite´s respectivement.
La deuxie`me famille est constitue´e des crite`res qui se basent sur la minimisation pour
de´terminer la dimension du mode`le ACP. Les trois premiers crite`res, notamment AIC,
MDL et IE posse`dent deux points communs. Premie`rement, leur utilisation n’est valable
qu’avec des donne´es non re´duites. Deuxie`mement, le bruit de mesures est suppose´ eˆtre
inde´pendant et identiquement distribue´. Le quatrie`me crite`re de cette famille repre´sente la
variance non reconstruite (VNR). Ce dernier peut eˆtre utilise´ aussi bien sur des donne´es
re´duites ou non re´duites. Dans le cadre d’une ACP, il est cependant pre´fe´rable que les
donne´es soient exprime´es dans la meˆme e´chelle. Nous avons e´tudie´ le comportement du
crite`re VNR en conside´rant des donne´es normalise´es car il est en relation directe avec les
parame`tres fournis par l’ACP.
Puisque les bruits de mesures repre´sentent des variables ale´atoires, une seule simulation
ne permet pas de juger l’efficacite´ de ces crite`res. Pour cette raison, nous avons e´tabli des
pourcentages sur les nombres des CPs retenues par tous les crite`res en conside´rant 1500
re´alisations. Ainsi, notre e´tude comparative a pris en compte plusieurs facteurs tels que
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la nature des variables e´tudie´es (corre´le´es ou inde´pendantes), la valeur de la variance du
bruit conside´re´ et le nombre d’observations.
Selon les re´sultats de simulation, le crite`re AIC surestime souvent le nombre des CPs
ne´cessaires. L’avantage du crite`re VNR e´tant la conside´ration de toutes les variables
e´tudie´es dans la meˆme e´chelle. Malgre´ cette caracte´ristique, nous avons de´couvert que
ce crite`re ne prend pas en compte les variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes
meˆme si en absence du bruit ces variables disposent des variances non nulles. Dans ce
contexte, nous avons contribue´ par une de´monstration the´orique confirmant la limitation
de ce crite`re. En effet, nous avons montre´ que le nombre des CPs qui correspond au
minimum d’un tel crite`re ne change pas en ajoutant des variables inde´pendantes et quasi-
inde´pendantes. Autrement dit, le crite`re VNR est insensible a` la pre´sence de ce type
des variables. Ainsi, son minimum correspond au nombre des CPs uniquement pour les
variables qui sont line´airement corre´le´es.
Dans cette e´tude comparative, nous avons remarque´ que le crite`re IE abandonne sou-
vent les CPs ayant de faibles variances bien qu’elles soient the´oriquement suppose´es eˆtre
retenues dans le mode`le. Ce crite`re ne surestime pas le nombre des CPs. Dans ce contexte,
nous avons e´tudie´ son expression afin de ve´rifier sa consistance the´orique. Ainsi, nous avons
e´tabli une condition ne´cessaire et suffisante permettant au crite`re IE de garantir son mi-
nimum qui correspond au nombre optimal des CPs. En effet, ce crite`re ne retient plus la
dernie`re CP si sa variance en l’absence du bruit est infe´rieure a` une valeur e´tablie par une
telle condition. Alors qu’en the´orie cette CP doit eˆtre retenue. En outre, cette valeur est
proportionnelle au nombre des variables, ce qui pre´sente un inconve´nient majeur car cela
implique que la CP en question peut eˆtre retenue dans des cas et e´carte´es dans d’autres.
Le MDL semble eˆtre le crite`re le plus efficace. Cependant, sa performance est pro-
portionnelle au nombre d’observations conside´re´es. Sa se´lection converge vers le nombre
correct des CPs si le nombre d’observations utilise´es est assez important. Dans la pratique,
un syste`me peut eˆtre suffisamment de´crit par un nombre N d’observations. Ce nombre
peut eˆtre insuffisant pour que le crite`re MDL exprime correctement le nombre ade´quat
des CPs. Dans ce cas, on ne peut pas savoir si un tel crite`re converge finalement vers le
nombre correct des CPs. D’apre`s les re´sultats de simulation, nous avons remarque´ que
si le nombre d’observations n’est pas suffisant, ce crite`re ne retient pas souvent les CPs
associe´es aux variables inde´pendantes de faibles variances.
Cette e´tude comparative entre les crite`res choisis nous a permis d’illustrer leurs in-
conve´nients et avantages. Dans ce cadre, seuls les crite`res MDL et VNR peuvent eˆtre
conside´re´s inte´ressants vis-a`-vis de leur comportement et principe respectivement. Cepen-
dant, ils pre´sentent des inconve´nients rendant souvent les de´cisions incertaines. Pour cette
raison, nous proposons dans le chapitre suivant d’autres crite`res utilisant le principe du
celui de VNR et assurant les re´sultats obtenus par celui de MDL avec des conditions
plus re´alistes.
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3.1. Introduction
3.1 Introduction
Les me´thodes de de´tection et de localisation de de´fauts en s’appuyant sur l’ACP ont e´te´
largement utilise´es pour la surveillance de processus. Le principe de la surveillance base´e
sur l’approche de l’ACP repose principalement sur une mode´lisation du comportement
de processus en fonctionnement normal. Les de´fauts sont alors de´tecte´s en comparant le
comportement observe´ par rapport a` celui donne´ par le mode`le ACP. En effet, la phase
de de´tection de de´fauts est lie´e a` une e´tape de ge´ne´ration de re´sidus ou d’indices de
de´tection qui a pour but de ge´ne´rer a` partir des mesures observe´es et d’un mode`le ACP,
des signaux re´ve´lateurs de la pre´sence de de´fauts. A partir de l’analyse de ces indices,
l’e´tape de de´tection doit alors indiquer l’existence ou non de de´fauts.
Dans ce cadre, quelques indices typiques pour la de´tection des fonctionnements anor-
maux ont e´te´ propose´s dans la litte´rature (Qin, 2003). En revanche, la plupart des me´-
thodes de diagnostic utilisent plus particulie`rement l’erreur quadratique de pre´diction
(squared prediction error : SPE) et la statistique T2 de Hotelling qui sont souvent connues
par les statistiques Q et D respectivement (Kresta et al., 1991; Kourti et MacGregor, 1995;
Dunia et al., 1996; Dunia et Qin, 1998c; Qin, 2003). On note que ces deux indices de de´tec-
tion jouent des roˆles diffe´rents dans la strate´gie de surveillance par ACP. La statistique T2
de´crit le comportement des variables du processus qui sont corre´le´es avec les composantes
principales, tandis que la statistique SPE de´pend de toutes les variables a` surveiller. En
outre, celle-ci repre´sente un test global qui cumule les erreurs de mode´lisation pre´sentes
sur chaque re´sidu (Harkat et al., 2006). L’indice SPE est utilise´ dans le sous-espace re´si-
duel. Tandis que l’indice T2 de Hotelling est utilise´ dans le sous-espace principal. L’indice
T 2H de Hawkins (Hawkins, 1974) aussi appele´ SWE (squared weighted error) repre´sente
aussi les variations des donne´es dans le sous-espace re´siduel. Sa particularite´ par rapport
a` l’indice SPE se manifeste par une ponde´ration des re´sidus par les inverses des valeurs
propres re´siduelles. Ne´anmoins, d’autres indices sensibles a` l’ensemble de l’espace de re-
pre´sentation des donne´es ont e´te´ e´galement utilise´s comme la distance combine´e (Yue et
Qin, 2001) et la distance de Mahalanobis. Dans le but d’ame´liorer les capacite´s de de´tec-
tion en utilisant la me´thode d’ACP, un test base´ sur les dernie`res composantes principales
a e´te´ propose´ par Harkat et al. (2002, 2005, 2006).
Une telle description des indices de de´tection nous permettra de de´finir dans ce chapitre
de nouveaux crite`res de se´lection du nombre optimal des CPs en se basant sur la variance
non reconstruite afin de reme´dier aux limitations des crite`res compare´s dans le chapitre
pre´ce´dent. En effet, toute proce´dure d’un diagnostic de de´fauts repose d’une manie`re
cruciale sur la pre´cision et l’efficacite´ du crite`re conside´re´. Pour cela, nous allons prouver
the´oriquement l’influence de la mode´lisation par ACP sur la de´tectabilite´ de de´fauts. En
s’appuyant sur le principe de la variance de l’erreur de reconstruction, il s’est ave´re´ possible
d’e´tablir une variance non reconstruite associe´e a` chacun de ces indices de de´tection. Ce
re´sultat nous a permis de proposer un crite`re empirique relatif a` la distance combine´e
(Mnassri et al., 2010a). Ensuite, un nouveau crite`re de meˆme type, base´ sur une nouvelle
statistique combine´e repre´sente notre deuxie`me contribution (Mnassri et al., 2010b). Ces
contributions ont e´te´ e´galement enrichies par un crite`re plus performant. Ce dernier est
base´ sur un changement de repre´sentation de donne´es en envisageant que d’autres donne´es
sont beaucoup mieux re´ve´latrices d’informations que les donne´es observe´es re´ellement.
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Cela nous a permis de proposer une nouvelle the´orie reposant sur une ACP de variances
inverse´es (ACPVI) (Mnassri et al., 2010c, 2011b). Ainsi, ce troisie`me crite`re de se´lection,
appele´ VNRVI, montrera une efficacite´ importante en reme´diant au proble`me souvent
rencontre´ qui est relatif a` la pre´sence des variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes.
Les re´sultats de simulation valideront cette nouvelle approche.
3.2 De´tection et de´tectabilite´ de de´fauts
Dans le cadre de l’ACP, tous les indices de de´tection disponibles dans la litte´rature
se caracte´risent par une forme quadratique (Yue et Qin, 2001; Qin, 2003; Alcala et Qin,
2009, 2011). Par conse´quent, les proce´dures de de´tection, isolation et diagnostic de de´fauts
peuvent eˆtre ge´ne´ralise´es en conside´rant un indicateur ge´ne´ralise´ ou unifie´.
Le succe`s de l’utilisation de l’ACP pour la surveillance de processus a e´te´ enrichi par le
de´veloppement de certains concepts fondamentaux de performance comme la de´tectabilite´
de de´fauts. En effet, la de´tectabilite´ repre´sente la capacite´ d’un indice donne´, a` de´tecter la
pre´sence de de´fauts. Dans la litte´rature, ce concept a e´te´ de´veloppe´ plus particulie`rement
pour l’indice SPE et la distance T2 de Hotelling (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Yue et Qin,
2001; Qin, 2003). Pour cela, nous proposons une e´tude ge´ne´ralise´e de de´tectabilite´ valable
pour tout indice de de´tection ayant une forme quadratique.
3.2.1 De´tectabilite´ ge´ne´ralise´e de de´fauts
Conside´rons γ et Γ2 respectivement un indice quadratique de de´tection et sa limite de
controˆle. γ peut eˆtre n’importe quel indice de de´tection parmi ceux qui existent dans la
litte´rature (voir tableau 3.1). Mathe´matiquement, γ repre´sente une distance quadratique
qui est e´gale au carre´ de la norme euclidienne du vecteur x(k) projete´ dans un sous-espace
vectoriel Sγ = span{M
1
2} :
γ(k) = ‖M
1
2 x(k)‖2 = xT (k)M x(k) (3.1)
ou`M
1
2 est une matrice semi-de´finie positive. k est le nume´ro de l’observation conside´re´e.
En s’appuyant sur les travaux de Box (1954), le seuil de de´tection de la distance
quadratique γ pour un nombre d’observations N important peut eˆtre approxime´ par une
distribution de la forme gγχ
2
(hγ ,α)
, ou` χ2(hγ ,α) est la distribution du χ
2 avec hγ degre´s de
liberte´ et un seuil de signification α. On note que le niveau de confiance est e´gale a` (1−α).
En se basant sur l’indice γ, le processus est conside´re´ en fonctionnement normal a` la ke`me
observation si :
γ(k) ≤ Γ2 = gγχ
2
(hγ ,α)
(3.2)
Les parame`tres gγ et hγ peuvent eˆtre de´termine´s comme suit :
gγ =
tr[(ΣM)2]
tr[ΣM]
(3.3)
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Indice de de´tection Matrice caracte´ristique Limite de controˆle
γ M
1
2 Γ2
T2 PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
τ 2
SPE P˜P˜
T
= C˜ δ2
SWE P˜Λ˜−
1
2 P˜
T
ǫ2
ϕ δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
β2
D PΛ−
1
2PT = Σ−
1
2 ̺2
Table 3.1 – Indices de de´tection
hγ =
(tr[ΣM])2
tr[(ΣM)2]
(3.4)
ou` Σ est la matrice de covariance des donne´es de X. L’expression tr[.] repre´sente la trace
d’une matrice carre´e.
Nous rappelons que la pre´sence d’un de´faut multiple FJ dans les donne´es a e´te´ consi-
de´re´e par le vecteur de mesures en de´faut donne´ par l’e´quation (2.59). A partir de cette
dernie`re et celle de (3.1), le vecteur duquel de´coule l’indice γ est exprime´ par :
M
1
2 x(k) =M
1
2 (x∗(k) + ΞJ f(k)) =M
1
2 x∗(k) +M
1
2 ΞJ f(k) (3.5)
Deux conditions ne´cessaires doivent eˆtre conside´re´es afin que le de´faut FJ soit de´tec-
table par l’indice γ :
i. Sa projection dans le sous-espace engendre´ par les vecteurs colonnes de la matrice
M
1
2 ne devrait pas eˆtre nulle, i.e. ‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ 6= 0 ;
ii. Son amplitude devrait eˆtre suffisamment large afin que l’indice de de´tection de´passe
sa limite de controˆle, i.e. γ(k) > Γ2.
Pour de´terminer la condition qui garantit la de´tection du de´faut, nous avons besoin
d’exprimer la norme euclidienne du vecteur M
1
2 x(k) comme suit :
‖M
1
2 x(k)‖ = ‖M
1
2 x∗(k) +M
1
2 ΞJ f(k)‖ ≥ ‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ − ‖M
1
2 x∗(k)‖ (3.6)
Puisque x∗ repre´sente un vecteur de mesures pre´leve´es lors du fonctionnement normal,
alors :
‖M
1
2 x∗(k)‖ ≤ Γ (3.7)
La substitution de (3.7) dans (3.6) en conside´rant la positivite´ de la norme euclidienne
me`ne a` l’ine´galite´ suivante :
‖M
1
2 x(k)‖ ≥ ‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ ≥ 0 (3.8)
Afin que le de´faut soit suffisamment de´tectable, la contrainte γ(k) > Γ2 devrait eˆtre
satisfaite. On doit alors imposer que
‖M
1
2 x(k)‖2 ≥ (‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ)
2 > Γ2 (3.9)
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La re´solution de l’ine´galite´ (3.9) me`ne au re´sultat suivant :
‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ > 2Γ (3.10)
Lorsque l’ine´galite´ pre´ce´dente est satisfaite, alors la de´tection du de´faut FJ est garantie
en utilisant l’indice de de´tection γ. Cette condition suffisante (sur l’amplitude du de´faut)
est valable pour tout indice de de´tection ayant une forme quadratique. En s’appuyant sur
une telle ine´galite´, nous allons exprimer dans la suite la de´tectabilite´ relative a` chaque
indice donne´ dans le tableau 3.1.
3.2.1.1 Indice T2 de Hotelling
L’indice T2 de Hotelling mesure les variations des projections dans le sous-espace
principal ponde´re´ par les inverses des variances des ℓ premie`res CPs :
T2(k) = ‖Λˆ−
1
2 tˆ(k)‖2 = tˆ
T
(k)Λˆ−1tˆ(k)
= xT (k)PˆΛˆ−1Pˆ
T
x(k) = ‖PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
x(k)‖2 (3.11)
En conside´rant un tel indice, le processus est suppose´ sous controˆle a` la ke`me obser-
vation si :
T2(k) ≤ τ 2 = gT2χ
2
(hT2,α)
(3.12)
ou` gT2 et hT2 sont calcule´s respectivement, a` partir de (3.3) et (3.4), comme suit :
gT2 =
tr[(ΣPˆΛˆ−1Pˆ
T
)2]
tr[ΣPˆΛˆ−1Pˆ
T
]
=
tr[Iℓ]
tr[Iℓ]
= 1 (3.13)
hT2 =
(tr[ΣPˆΛˆ−1Pˆ
T
])2
tr[(ΣPˆΛˆ−1Pˆ
T
)2]
=
(tr[Iℓ])
2
tr[Iℓ]
= tr[Iℓ] = ℓ (3.14)
Si le nombre d’observations N est faible, la limite de controˆle de la statistique T2 de
Hotelling peut eˆtre approxime´e par la relation suivante :
τ 2 =
ℓ(N2 − 1)
N(N − ℓ)
F(ℓ,N−ℓ,α) (3.15)
ou` F(ℓ,N−ℓ,α) repre´sente la distribution de Fisher avec ℓ et (N − ℓ) degre´s de liberte´ ainsi
qu’un seuil de signification α.
Afin d’assurer la de´tection du de´faut FJ , la condition suffisante de sa de´tectabilite´ par
l’indice T2 de Hotelling en se re´fe´rant a` (3.10) est donne´e par :
‖PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
ΞJ f(k)‖ > 2τ (3.16)
Cette condition a e´te´ e´tablie par Yue et Qin (2001). D’apre`s (2.46) et (2.47), les mesures
collecte´es sous des conditions de fonctionnement normal se projettent dans le sous-espace
principal. Par conse´quent, la performance de l’indice T2 de Hotelling dans la de´tection de
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de´fauts peut eˆtre limite´e car les variations des projections des de´fauts dans le sous-espace
principal peuvent eˆtre masque´es par les variations normales. Nous avons montre´ que si
le choix du mode`le ACP est optimal, un tel indice est de´die´ a` la de´tection de de´fauts
des variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes (Mnassri et al., 2010a,b, 2011b,a).
Sous la contrainte d’optimalite´ du mode`le ACP, les de´fauts porte´s par les directions de
ces variables se projettent totalement dans le sous-espace principal. Ainsi, leur de´tection
n’est possible qu’avec des indices calcule´s dans ce sous-espace.
3.2.1.2 Indice SPE
L’indice SPE assure la de´tection de de´fauts dans le sous-espace re´siduel. Son expres-
sion, a` l’instant k, est donne´e par :
SPE(k) = ‖x˜(k)‖2 = ‖C˜x(k)‖2
= xT (k)C˜x(k) = ‖t˜(k)‖2 (3.17)
La distance SPE est un indicateur global qui somme les re´sidus sans tenir compte
de leurs variances diffe´rentes. Toutefois, les re´sidus avec forte variance portent les erreurs
de mode´lisation produites par l’ACP. Ainsi, ils ont plus d’effets sur la quantite´ SPE
que les re´sidus ayant une faible variance et qui repre´sentent re´ellement les relations de
redondance line´aires ou quasi-line´aires. Par conse´quent, l’indice SPE est tre`s sensible aux
erreurs de mode´lisation, ce qui peut entraˆıner de nombreuses fausses alarmes ou l’absence
de la sensibilite´ a` la de´tection de de´fauts en raison d’un seuil the´orique e´leve´ (Tharrault,
2008).
Avec un tel indice, le processus est conside´re´ en fonctionnement normal a` la ke`me
observation si :
SPE(k) ≤ δ2 = gSPEχ
2
(hSPE ,α)
(3.18)
ou` gSPE et hSPE sont respectivement donne´es en se basant sur les expressions ge´ne´ralise´es
(3.3) et (3.4) par :
gSPE =
tr[(ΣC˜)2]
tr[ΣC˜]
=
tr[Λ˜2]
tr[Λ˜]
=
m∑
a=ℓ+1
λ2a
m∑
a=ℓ+1
λa
(3.19)
hSPE =
(tr[ΣC˜])2
tr[(ΣC˜)2]
=
(tr[Λ˜])2
tr[Λ˜2]
=
(
m∑
a=ℓ+1
λa
)2
m∑
a=ℓ+1
λ2a
(3.20)
ou` λa repre´sente la ae`me valeur propre de la matrice Σ. En posant θi =
∑m
a=ℓ+1 λ
i
a,
nous retrouvons ainsi la formule connue dans la litte´rature pour le seuil de controˆle de
l’indice SPE. Il est important de mentionner qu’il existe e´galement une autre expression
propose´e par Jackson et Mudholkar (1979) pour le calcul d’une telle limite de controˆle.
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Ainsi, Nomikos et MacGregor (1995) ont montre´ que les deux expressions donnent des
re´sultats identiques.
Le de´faut FJ est garanti de´tectable par l’indice SPE si son amplitude calcule´e dans
le sous-espace re´siduel respecte d’apre`s (3.10) l’ine´galite´ suivante :
‖C˜ΞJ f(k)‖ > 2δ (3.21)
Nous notons e´galement qu’une telle condition a e´te´ propose´e dans des travaux ante´-
rieurs (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Yue et Qin, 2001; Qin, 2003). Dans la suite, nous allons
proposer les conditions suffisantes de de´tectabilite´ pour le reste des indices en se basant
sur notre e´tude ge´ne´ralise´e de´veloppe´e dans la sous-section 3.2.1.
3.2.1.3 Indice SWE
L’indice T 2H de Hawkins ou SWE est ge´ne´ralement plus sensible aux de´fauts (Weste-
rhuis et al., 2000b). Il peut eˆtre de´fini comme l’indice SPE calcule´ avec des CPs re´siduelles
ponde´re´es. Aussi, son expression est une imple´mentation syme´trique de la statistique T2
de Hotelling dans le sous-espace re´siduel :
SWE(k) = ‖Λ˜−
1
2 t˜(k)‖2 = t˜
T
(k)Λ˜−1t˜(k)
= xT (k)P˜Λ˜−1P˜
T
x(k) = ‖P˜Λ˜−
1
2 P˜
T
x(k)‖2 (3.22)
Un proble`me de conditionnement est conside´re´ comme l’inconve´nient d’un tel indice.
En effet, le calcul nume´rique de cet indice peut rencontrer des erreurs lorsque les dernie`res
valeurs propres de la matrice Σ sont tre`s proches de ze´ro. Ne´anmoins, ce proble`me de
conditionnement apparaˆıt seulement en absence de bruit de mesures (Tharrault, 2008).
La pre´sence d’erreurs de mode´lisation se traduit par une augmentation des variances
des projections dans le sous-espace re´siduel. Ainsi, les fortes variances peuvent limiter la
performance de de´tection de de´fauts avec l’indice SPE. En effet, la ponde´ration avec les
valeurs propres de Σ en utilisant l’indice SWE peut eˆtre conside´re´e comme une solution
prometteuse. L’indice SWE est plus robuste pour la de´tection de de´fauts que celui du
SPE (Westerhuis et al., 2000b).
Le comportement du processus a` la ke`me observation est conside´re´ normal en se basant
sur l’indicateur SWE si :
SWE(k) ≤ ǫ2 = gSWEχ
2
(hSWE ,α)
(3.23)
En se re´fe´rant aux formules (3.3) et (3.4), les parame`tres gSWE et hSWE sont respec-
tivement exprime´s comme suit :
gSWE =
tr[(ΣP˜Λ˜−1P˜
T
)2]
tr[ΣP˜Λ˜−1P˜
T
]
=
tr[Im−ℓ]
tr[Im−ℓ]
= 1 (3.24)
hSWE =
(tr[ΣP˜Λ˜−1P˜
T
])2
tr[(ΣP˜Λ˜−1P˜
T
)2]
=
(tr[Im−ℓ])
2
tr[Im−ℓ]
= tr[Im−ℓ] = m− ℓ (3.25)
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ou` Im−ℓ ∈ R
(m−ℓ)×(m−ℓ) repre´sente la matrice identite´.
Lorsque le nombre d’observations N est faible, la limite de controˆle de l’indice SWE
est approxime´e par une distribution de Fisher avec (m − ℓ) et (N − m + ℓ) degre´s de
liberte´ et un seuil de signification α :
ǫ2 =
(m− ℓ)(N2 − 1)
N(N −m+ ℓ)
F(m−ℓ,N−m+ℓ,α) (3.26)
D’apre`s (3.10), le de´faut FJ est garanti de´tectable par l’indice SWE si l’amplitude de
sa projection dans le sous-espace re´siduel ponde´re´ satisfait l’ine´galite´ suivante :
‖P˜Λ˜−
1
2 P˜
T
ΞJ f(k)‖ > 2ǫ (3.27)
3.2.1.4 Indice combine´
D’apre`s leurs expressions, et selon l’e´tude pratique, les indices SPE et T2 de Hotelling
se comportent d’une manie`re comple´mentaire. Il est ainsi possible de combiner ces deux
indices en un seul afin de simplifier la taˆche de de´tection de de´fauts (Yue et Qin, 2001). En
re´alite´, l’ide´e de la combinaison d’indices a e´te´ initialement propose´e par Raich et C¸inar
(1996) :
R(k) = c
SPE(k)
δ2
+ (1− c)
T2(k)
τ 2
(3.28)
ou` c est une constante comprise dans l’intervalle [0, 1]. Dans ce cadre, les meˆmes auteurs
sugge`rent l’unite´ comme un seuil de controˆle pour cet indice ce qui a lourdement limite´ son
efficacite´. En effet, cet indice peut conduire a` des re´sultats errone´s en pre´sence d’un de´faut
qui peut se manifester dans la possibilite´ d’avoir SPE > δ2 et/ou T2 > τ 2, alors que lui-
meˆme peut indiquer une situation normale. Pour cette raison, une forme quadratique
connue sous le nom de la distance combine´e a e´te´ propose´e par Yue et Qin (2001). Une
telle distance combine les statistiques SPE et T2 de la manie`re suivante :
ϕ(k) =
SPE(k)
δ2
+
T2(k)
τ 2
= xT (k)(
C˜
δ2
+
PˆΛˆ−1Pˆ
T
τ 2
)x(k)
= ‖(δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)x(k)‖2 (3.29)
La matrice caracte´ristique de cet indice est semi-de´finie positive. Afin d’utiliser l’indice
combine´ pour la de´tection de de´fauts, sa limite de controˆle est e´galement e´tablie en utili-
sant la distribution des formes quadratiques. Le processus est conside´re´ en fonctionnement
normal a` l’instant k si :
ϕ(k) ≤ β2 = gϕχ
2
(hϕ,α)
(3.30)
D’apre`s (3.3) et (3.4), les parame`tres gϕ et hϕ ont respectivement les expressions
suivantes :
gϕ =
tr[(Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
))2]
tr[Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
)]
=
τ−4ℓ+ δ−4
m∑
a=ℓ+1
λ2a
τ−2ℓ+ δ−2
m∑
a=ℓ+1
λa
(3.31)
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hϕ =
(tr[Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
)])2
tr[(Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
))2]
=
(
τ−2ℓ+ δ−2
m∑
a=ℓ+1
λa
)2
τ−4ℓ+ δ−4
m∑
a=ℓ+1
λ2a
(3.32)
L’indice combine´ permet de controˆler le processus dans l’ensemble de l’espace. D’apre`s
l’e´quation (3.10), le de´faut FJ est garanti de´tectable si son amplitude exprime´e dans
l’espace engendre´ par les vecteurs colonnes de la matrice caracte´ristique de cet indice
respecte l’ine´galite´ suivante :
‖(δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)ΞJ f(k)‖ > 2β (3.33)
3.2.1.5 Indice de Mahalanobis
La distance de Mahalanobis correspond a` celle de la T2 de Hotelling e´tendue sur
l’ensemble de l’espace :
D(k) = xT (k)PΛ−1PTx(k) = xT (k)Σ−1x(k) = ‖Σ−
1
2x(k)‖2
= ‖PΛ−
1
2PTx(k)‖2 = ‖Λ−
1
2 t(k)‖2 = tT (k)Λ−1t(k) (3.34)
En pre´sence de bruit de mesures, la matrice Σ est ge´ne´ralement de rang plein. Par
conse´quent, elle est inversible ce qui permet d’e´viter le proble`me de conditionnement
confronte´ e´galement avec l’indice SWE.
Pour un nombre d’observations N important, le processus est conside´re´ en fonction-
nement normal a` l’instant k en se basant sur la distance de Mahalanobis si :
D(k) ≤ ̺2 = gDχ
2
(hD,α)
(3.35)
Par analogie avec la limite de controˆle de l’indice T2 de Hotelling ou celle de SWE,
les coefficients gD et hD auront respectivement les valeurs 1 et m. En se re´fe´rant aux
e´quations (3.3) et (3.4), on peut de´montrer tre`s aise´ment ces re´sultats :
gD =
tr[(ΣΣ−1)2]
tr[ΣΣ−1]
=
tr[Im]
tr[Im]
= 1 (3.36)
hD =
(tr[ΣΣ−1])2
tr[(ΣΣ−1)2]
=
(tr[Im])
2
tr[Im]
= tr[Im] = m (3.37)
Lorsque le nombre d’observations N est faible, un tel seuil est approxime´ par une
distribution de Fisher avec m et (N−m) degre´s de liberte´ ainsi qu’un seuil de signification
α :
̺2 =
m(N2 − 1)
N(N −m)
F(m,N−m,α) (3.38)
A partir de l’ine´galite´ (3.10), la condition suffisante de de´tectabilite´ d’un de´faut FJ
base´e sur l’utilisation de la distance de Mahalanobis est donne´e par :
‖Σ−
1
2ΞJ f(k)‖ > 2̺ (3.39)
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3.2.2 Influence de la mode´lisation sur la de´tectabilite´ de de´fauts
Bien que le the`me du choix d’une structure optimale du mode`le ACP ait rec¸u une at-
tention conside´rable dans la litte´rature, l’objectif de l’optimalite´ est ne´gligemment justifie´
the´oriquement. Autrement dit, on n’est pas certain des conse´quences d’un choix arbitraire
du mode`le ACP sur la de´marche d’un diagnostic de de´fauts. Le point cle´ dans la construc-
tion d’un mode`le ACP est de choisir un nombre ade´quat de CPs afin de repre´senter le
syste`me de fac¸on optimale. Si le nombre retenu est infe´rieur a` celui requis, la repre´sentation
du processus sera incomple`te. Par contre, si plus de CPs que ne´cessaires sont se´lection-
ne´es, le mode`le ACP sera surestime´ et contiendra le bruit de mesures (Valle et al., 1999).
Ne´anmoins, ces arguments ainsi que d’autres sont difficiles a` prouver mathe´matiquement.
Il se peut que les re´sultats obtenus par diffe´rents crite`res de choix d’un mode`le ACP
se diffe`rent de plus ou moins d’une seule CP par rapport au cas optimal. Malgre´ cette
faible diffe´rence, les effets peuvent avoir de lourdes conse´quences, plus particulie`rement
dans la qualite´ de de´tection de de´fauts. Pour cela, nous allons montrer que ce choix doit
eˆtre judicieux et peut eˆtre unique.
Puisque q repre´sente le nombre optimal the´orique des CPs, les vecteurs colonnes de la
matriceM
1
2
q engendrent le sous-espace optimal pour l’indice quadratique γ. Notre inte´reˆt
est de savoir l’effet d’un changement de la dimension du mode`le ACP sur la de´tectabilite´
d’un de´faut donne´. Notamment, le plus inte´ressant est de se baser sur des hypothe`ses qui
sont ve´rifie´es dans le sous-espace optimal. Ensuite, on ve´rifie si ces hypothe`ses sont encore
ve´rifie´es ou non. Pour cela, nous supposons que le de´faut conside´re´ est garanti de´tectable
par l’indice γ exprime´ dans le sous-espace optimal :
‖M
1
2
q ΞJ f(k)‖
2 > 4Γ2q (3.40)
ou` Γ2q repre´sente la limite de controˆle de l’indice γ dans le sous-espace optimal. En effet,
la conside´ration d’un crite`re quelconque pour le choix du nombre des CPs peut engen-
drer un mode`le ACP qui se diffe`re par rapport a` celui optimal suite a` une re´duction ou
une augmentation du sous-espace optimal de γ. Par conse´quent, nos de´monstrations se
de´roulent en deux e´tapes.
3.2.2.1 Effet d’une sous-estimation du mode`le
Puisque les CPs sont orthogonales, une sous-estimation du mode`le qui implique une
re´duction du sous-espace optimal nous permet d’e´tablir la relation suivante :
M
1
2
q =M
1
2
d− +M
1
2
red (3.41)
ou` M
1
2
d− repre´sente la matrice dont les vecteurs colonnes engendrent le sous-espace re-
tranche´ qui correspond aux CPs supprime´es. Les vecteurs colonnes de la matrice M
1
2
red
engendrent le sous-espace re´duit conside´re´ optimal par un crite`re quelconque. Ainsi, nous
montrons que :
M
1
2
d−M
1
2
red =M
1
2
redM
1
2
d− = 0m ∈ R
m×m (3.42)
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D’apre`s (3.40), nous pouvons de´duire ce qui suit :
‖M
1
2
q ΞJ f(k)‖
2 = ‖M
1
2
d− ΞJ f(k)‖
2 + ‖M
1
2
red ΞJ f(k)‖
2 > 4Γ2q (3.43)
Celle-ci peut nous permettre de de´finir le domaine de de´finition de l’amplitude du
de´faut dans le sous-espace re´duit :
‖M
1
2
red ΞJ f(k)‖
2 > 4Γ2q − ‖M
1
2
d− ΞJ f(k)‖
2 (3.44)
Afin de conserver la qualite´ de de´tection du de´faut en re´duisant le sous-espace optimal,
il faut que ce meˆme de´faut de´ja` garantit de´tectable dans un tel sous-espace demeure
garanti de´tectable dans le sous-espace re´duit, i.e. ‖M
1
2
red ΞJ f(k)‖ > 2Γred. Pour cela, nous
devons imposer ce qui suit :
4Γ2q − ‖M
1
2
d− ΞJ f(k)‖
2 ≥ 4Γ2red (3.45)
ou` Γ2red repre´sente le seuil de controˆle de l’indice de de´tection dans le sous-espace re´duit.
Ainsi, le de´faut FJ reste garanti de´tectable suite a` une re´duction du sous-espace si son
amplitude exprime´e dans le sous-espace retranche´ satisfait l’ine´galite´ suivante :
‖M
1
2
d− ΞJ f(k)‖ ≤ 2
√
Γ2q − Γ
2
red (3.46)
Cette ine´galite´ n’est valable que si Γ2q ≥ Γ
2
red qui est ge´ne´ralement ve´rifie´e. Elle re-
pre´sente une condition suffisante sur l’amplitude du de´faut dans le sous-espace retranche´
afin qu’il reste garanti de´tectable meˆme en re´duisant le sous-espace optimal. Dans cette
optique, nous pouvons conclure que le sous-espace retranche´ doit eˆtre insensible au de´faut
conside´re´. Ainsi, la majoration d’une telle amplitude prouve qu’une conservation de la
qualite´ de de´tection de de´fauts par re´duction du sous-espace optimal n’est pas garantie.
3.2.2.2 Effet d’une surestimation du mode`le
Une surestimation du mode`le implique une augmentation du sous-espace optimal par
l’addition d’un ensemble de CPs. Cela nous permet d’e´crire :
M
1
2
aug =M
1
2
d+ +M
1
2
q (3.47)
ou`M
1
2
d+ etM
1
2
aug repre´sentent deux matrices dont les vecteurs colonnes engendrent respec-
tivement le sous-espace ajoute´ qui correspond aux CPs inse´re´es et le sous-espace augmente´
conside´re´ optimal par un crite`re donne´. L’orthogonalite´ de ces deux sous-espaces, nous
permet d’e´crire ce qui suit :
‖M
1
2
aug ΞJ f(k)‖
2 = ‖M
1
2
d+ ΞJ f(k)‖
2 + ‖M
1
2
q ΞJ f(k)‖
2 (3.48)
Puisque le de´faut FJ est garanti de´tectable dans le sous-espace optimal (3.40), l’in-
e´galite´ suivante est alors vraie :
‖M
1
2
aug ΞJ f(k)‖
2 > ‖M
1
2
d+ ΞJ f(k)‖
2 + 4Γ2q (3.49)
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Afin de conserver la qualite´ de de´tection par addition de CPs supple´mentaires, il
faut que le meˆme de´faut demeure garanti de´tectable dans le sous-espace augmente´. Par
conse´quent, il faut s’assurer que :
‖M
1
2
d+ ΞJ f(k)‖
2 + 4Γ2q ≥ 4Γ
2
aug (3.50)
ainsi,
‖M
1
2
d+ ΞJ f(k)‖ ≥ 2
√
Γ2aug − Γ
2
q (3.51)
ou` Γ2aug repre´sente la limite de controˆle de l’indice de de´tection dans le sous-espace aug-
mente´. Evidemment, cette ine´galite´ n’est valable que si Γ2aug ≥ Γ
2
q. Une telle ine´galite´
repre´sente une condition de minoration sur l’amplitude du de´faut dans le sous-espace
ajoute´. Cette minoration implique qu’un tel sous-espace doit eˆtre sensible au de´faut consi-
de´re´. Ainsi, la performance de de´tection prouve´e dans le sous-espace optimal ne peut eˆtre
garantie conserve´e par augmentation du sous-espace si les CPs ajoute´es sont insensibles
au de´faut conside´re´.
Dans le cadre de l’utilisation de l’ACP pour une de´marche de diagnostic, le nombre
de CPs retenues pour la construction d’un mode`le ACP aura certainement un impact sur
les e´tapes d’une telle de´marche notamment la de´tection et la localisation ou l’isolation de
de´fauts. Si le nombre de CPs retenues est infe´rieur a` celui optimal, cela risque de perdre
des informations contenues dans les donne´es initiales en projetant certaines variables dans
le sous-espace re´siduel. Par conse´quent, on pourrait avoir des re´sidus entache´s ce qui
entraˆıne des fausses alarmes. Dans le cas contraire, le mode`le est surestime´, et il peut ne
pas permettre la de´tection de de´fauts.
3.3 Diffe´rentes variances non reconstruites
Le principe de l’approche de reconstruction des variables sera re´alise´ dans un contexte
de de´fauts unidimensionnels en supposant qu’il ne peut y exister qu’une seule variable
en de´faut a` chaque instant. Puisque les donne´es collecte´es repre´sentent le fonctionnement
normal de processus, les de´fauts suppose´s sont re´ellement nuls. Par conse´quent, l’objectif
est de de´finir le mode`le ACP permettant d’avoir une plus faible variance non reconstruite.
3.3.1 Principe de la reconstruction unidimensionnelle
Le vecteur de donne´es exprimant la pre´sence d’un de´faut simple Fj affectant la je`me
variable au ke`me instant peut eˆtre de´duit de l’e´quation (2.59) en remplac¸ant respective-
ment ΞJ et f(k) par ξj et f(k). L’e´limination de l’effet d’un tel de´faut revient a` estimer
un vecteur xj(k) insensible au de´faut :
xj(k) = x(k)− ξjf(k)
= x(k)− ξj fˆj(k) (3.52)
ou` fˆj ∈ R repre´sente une estimation de f . Celle-ci permettra de calculer un indice de
de´tection associe´ non influence´ par le de´faut :
γj(k) = ‖M
1
2 xj(k)‖
2 (3.53)
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Ainsi, une estimation optimale de l’amplitude du de´faut est celle qui minimise l’indice
reconstruit γj(k) comme suit :
fˆj(k) = argmin
f(k)
{
γj(k)
}
(3.54)
Cette minimisation est obtenue par l’application du principe des moindres carre´s. En
conse´quence, l’amplitude estime´e du de´faut ainsi que le vecteur de donne´es dont la je`me
variable est reconstruite sont respectivement exprime´s par :
fˆj(k) = (ξ
T
j M ξj)
−1ξTj M x(k) (3.55)
xj(k) = (Im − ξj(ξ
T
j M ξj)
−1ξTj M)x(k) (3.56)
On peut de´duire que la je`me variable n’est reconstructible dans le sous-espace de γ
que si le terme ξTj M ξj est non nul. Cela implique que le vecteur M
1
2 ξj ne soit pas nul.
Pour une meilleure mise en e´vidence du principe de reconstruction d’une variable, nous
proposons de de´composer les vecteurs x(k), ξj et la matrice M comme suit :
x(k) =

xj−(k)xj(k)
xj+(k)

 , ξj =

ξj−1
ξj+

 et M =

M1 Mj− M2MTj− ξTj M ξj MTj+
MT2 Mj+ M3

 (3.57)
ou` xj−(k) et xj+(k) sont respectivement compose´s des (j−1) premie`res et (m−j) dernie`res
mesures du vecteur de donne´es x(k). xj(k) repre´sente la mesure de la je`me variable au
ke`me instant. ξj− ∈ R
j−1 et ξj− ∈ R
m−j sont deux vecteurs nuls. MTj− et M
T
j+ sont deux
vecteurs compose´s respectivement des (j− 1) premie`res et (m− j) dernie`res valeurs de la
je`me ligne de la matrice M. ξTj M ξj est la je`me valeur diagonale de la matrice M.
A partir des e´quations (3.56) et (3.57), le vecteur de donne´es dont la je`me variable est
reconstruite peut s’e´crire de la fac¸on suivante :
xj(k) =

 xj−(k)−(ξTj M ξj)−1 (MTj− xj−(k) +MTj+ xj+(k))
xj+(k)

 (3.58)
D’apre`s cette expression, seules les mesures des variables autres que celles de la variable
en question sont utilise´es pour sa reconstruction. En outre, la contribution des autres va-
riables dans la reconstruction de´pend de la dimension du mode`le ACP conside´re´. Une
telle contribution peut eˆtre illustre´e par les coefficients des vecteurs MTj− et M
T
j+. Evi-
demment, les valeurs de ces coefficients changent en fonction du nombre des CPs utilise´es
dans le mode`le ACP.
3.3.2 Variance non reconstruite ge´ne´ralise´e
La reconstruction d’une variable dans un sous-espace donne´ est base´e sur l’estima-
tion de sa grandeur suppose´e eˆtre normale en utilisant les mesures des autres variables.
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Ne´anmoins, la variance d’une telle variable ne peut eˆtre totalement reconstruite. Il est
donc possible d’en extraire une variance non reconstruite qui de´pend de la dimension du
mode`le ACP et du sous-espace dans lequel l’estimation est re´alise´e. Nous rappelons que
seule la variance non reconstruite relative a` une estimation dans le sous-espace re´siduel
a e´te´ e´tudie´e dans la litte´rature (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Qin et Dunia, 2000). Dans ce
cadre, nous avons propose´ une variance non reconstruite ge´ne´ralise´e relative a` un indice
de de´tection quadratique quelconque (Mnassri et al., 2010a). Cette ge´ne´ralisation nous
a permis d’e´tudier la variance de l’erreur de reconstruction relative a` chaque indice de
de´tection donne´ dans le tableau 3.1.
Conside´rons ej(k) ∈ R
m le vecteur qui repre´sente l’erreur de reconstruction de la je`me
variable au ke`me instant. Ainsi, l’erreur de reconstruction de cette variable est donne´e
par :
ξTj ej(k) = ξ
T
j (x(k)− xj(k)) = fˆj(k) = (ξ
T
j M ξj)
−1ξTj M x(k) (3.59)
Cette expression montre que l’estimation de la je`me variable dans n’importe quel
sous-espace est non biaise´e. Puisque les donne´es sont centre´es, la moyenne de l’erreur de
reconstruction est nulle :
E
{
ξTj ej
}
= E
{
fˆj
}
= (ξTj M ξj)
−1ξTj M E {x} = 0 (3.60)
La variance d’une telle erreur dans la direction de la variable en question de´pend de
la dimension du mode`le ACP. Etant donne´ que les donne´es utilise´es dans l’objectif d’une
mode´lisation par ACP sont cense´es eˆtre sans de´fauts, cela implique que le mode`le ACP le
plus adapte´ doit assurer une erreur de reconstruction ayant le moins possible de variance.
Ainsi, on de´finit la variance de l’erreur de reconstruction de la je`me variable comme suit :
σ2γj(ℓ) = Var
{
ξTj ej
}
= E
{(
fˆj − E
{
fˆj
})2}
= E
{
fˆ 2j
}
=
ξTj M E
{
xxT
}
M ξj
(ξTj M ξj)
2
=
ξTj MΣM ξj
(ξTj M ξj)
2
(3.61)
L’objectif e´tant alors de de´finir le nombre de CPs qui minimise l’expression pre´ce´dente
pour une meilleure reconstruction d’une variable donne´e. En effet, le minimum de la
variance non reconstruite d’une variable correspond a` un nombre de CPs qui peut eˆtre
diffe`rent de celui obtenu pour une reconstruction optimale d’une autre variable. Pour cette
raison, ce compromis peut eˆtre re´solu par la conside´ration d’une variance non reconstruite
globale. Ainsi, l’objectif sera plutoˆt de de´finir un nombre de CPs qui minimise la variance
globale qui peut malheureusement ne pas assurer une variance non reconstruite minimale
pour chacune des variables. Puisque le crite`re global repre´sente la somme des variances non
reconstruites individuelles des variables, il est pre´fe´rable de les conside´rer dans la meˆme
e´chelle en ponde´rant chacune par la variance originelle de sa variable. Par conse´quent, le
crite`re de la variance non reconstruite globale relative a` l’indice γ est donne´ par :
VNRγ(ℓ) =
m∑
j=1
σ2γj(ℓ)
ξTj Σξj
=
m∑
j=1
ξTj MΣM ξj
(ξTj Σξj)(ξ
T
j M ξj)
2
(3.62)
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Dans le cadre d’une utilisation de la variance non reconstruite, nous conside´rons plus
particulie`rement que les donne´es de X sont centre´es re´duites. Par conse´quent, Σ repre´-
sente une matrice de corre´lation, ce qui implique que ξTj Σξj = 1.
3.3.3 Comportements des diffe´rents crite`res VNR
A partir de l’expression ge´ne´ralise´e de la variance non reconstruite, nous de´veloppons
et e´tudions the´oriquement dans la suite les comportements des diffe´rents crite`res envisa-
geables qui sont relatifs aux indices de de´tection utilise´s dans le cadre de l’ACP.
3.3.3.1 VNR utilisant l’indice SPE
En se re´fe´rant au tableau 3.1, la matrice de l’indice SPE estM = C˜. La substitution
de celle-ci dans la formule de la variance non reconstruite ge´ne´ralise´e (3.61), nous permet
de prouver en conside´rant l’e´quation (2.63) ce qui suit :
σ2SPEj(ℓ) =
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
= σ2j (ℓ) (3.63)
Nous pouvons de´duire que la variance non reconstruite d’une variable donne´e en uti-
lisant l’indice SPE est e´gale a` celle e´tudie´e dans le deuxie`me chapitre. Par conse´quent,
le crite`re de la variance globale de l’erreur de reconstruction relative a` un tel indice n’est
autre que le crite`re VNR qui a e´te´ l’objet d’une e´tude dans le chapitre pre´ce´dent :
VNRSPE(ℓ) =
m∑
j=1
σ2SPEj(ℓ) =
m∑
j=1
σ2j (ℓ) = VNR(ℓ) (3.64)
L’expression pre´ce´dente repre´sente l’unique crite`re propose´ dans un contexte de choix
d’une dimension optimale d’un mode`le ACP en s’appuyant sur l’ide´e de la variance non
reconstruite (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Qin et Dunia, 2000).
3.3.3.2 VNR utilisant l’indice SWE
En remplac¸ant la matrice M exprime´e dans l’e´quation (3.61) par P˜Λ˜−1P˜
T
qui repre´-
sente la matrice de l’indice SWE, la variance de l’erreur de reconstruction de la je`me
variable en utilisant un tel indice est donne´e par :
σ2SWEj(ℓ) =
ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
PΛPT P˜Λ˜−1P˜
T
ξj
(ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
ξj)
2
=
1
ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
ξj
(3.65)
En effet, la matrice re´siduelle des vecteurs propres ainsi que celle des valeurs propres
peuvent eˆtre re´e´crites respectivement comme suit :
P˜ =
[
pℓ+1, P˜r
]
(3.66)
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et
Λ˜ =
[
λℓ+1 0
0 Λ˜r
]
(3.67)
On peut alors de´duire que :
ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
ξj = λ
−1
ℓ+1ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj + ξ
T
j P˜rΛ˜
−1
r P˜
T
r ξj (3.68)
Puisque λ−1ℓ+1ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj ≥ 0, alors
ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
ξj ≥ ξ
T
j P˜rΛ˜
−1
r P˜
T
r ξj (3.69)
donc
1
ξTj P˜Λ˜
−1P˜
T
ξj
≤
1
ξTj P˜rΛ˜
−1
r P˜
T
r ξj
(3.70)
D’apre`s l’ine´galite´ pre´ce´dente et l’e´quation (3.65), on peut e´tablir ce qui suit :
σ2SWEj(ℓ) ≤ σ
2
SWEj
(ℓ+ 1) (3.71)
L’ine´galite´ (3.71) prouve que la variance non reconstruite d’une variable donne´e en
utilisant l’indice SWE est monotone croissante en ℓ. Ainsi, la variance globale de l’erreur
de reconstruction est e´galement monotone croissante en ℓ :
m∑
j=1
σ2SWEj(ℓ) ≤
m∑
j=1
σ2SWEj(ℓ+ 1) (3.72)
d’ou`
VNRSWE(ℓ) ≤ VNRSWE(ℓ+ 1) (3.73)
Par conse´quent, le minimum d’un tel crite`re correspond toujours a` une seule CP qui
est la premie`re :
min
ℓ
VNRSWE(ℓ) = 1 (3.74)
On peut conclure que la variance non reconstruite utilisant l’indice SWE ne peut pas
servir dans le choix d’un nombre optimal de CPs.
3.3.3.3 VNR utilisant l’indice T2 de Hotelling
La reconstruction de la je`me variable en se basant sur l’indice T2 de Hotelling ge´ne`re
une variance non reconstruite dont l’expression est obtenue en substituant dans l’e´quation
(3.61) et d’apre`s le tableau 3.1 la matrice M par PˆΛˆ−1Pˆ
T
comme suit :
σ2T2j(ℓ) =
ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
PΛPT PˆΛˆ−1Pˆ
T
ξj
(ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj)
2
=
1
ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj
(3.75)
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Notamment, l’augmentation de la dimension du sous-espace principal par l’addition
d’une CP supple´mentaire implique que la nouvelle matrice des vecteurs propres ainsi que
celle des valeurs propres prennent respectivement les formes suivantes :
Pˆ+ =
[
Pˆ, pℓ+1
]
(3.76)
Λˆ+ =
[
Λˆ 0
0 λℓ+1
]
(3.77)
Ce qui nous permet de de´duire que :
σ2T2j(ℓ+ 1) =
1
ξTj Pˆ+Λˆ
−1
+ Pˆ
T
+ξj
=
1
λ−1ℓ+1ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj + ξ
T
j PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj
(3.78)
Puisque λ−1ℓ+1ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj ≥ 0, alors
1
ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj
≥
1
ξTj Pˆ+Λˆ
−1
+ Pˆ
T
+ξj
(3.79)
donc
σ2T2j(ℓ) ≥ σ
2
T2j
(ℓ+ 1) (3.80)
et
m∑
j=1
σ2T2j(ℓ) ≥
m∑
j=1
σ2T2j(ℓ+ 1) (3.81)
Celle-ci implique que
VNRT2(ℓ) ≥ VNRT2(ℓ+ 1) (3.82)
Cette ine´galite´ prouve que le crite`re de la variance non reconstruite utilisant a` l’indice
T2 de Hotelling est monotone de´croissant en ℓ. En se basant sur ce crite`re, la meilleure
reconstruction est obtenue en conside´rant toutes les CPs puisque :
min
ℓ
VNRT2(ℓ) = m (3.83)
En effet, la variance de l’erreur de reconstruction base´e sur l’indice T2 de Hotelling
est incapable de de´terminer un mode`le optimal.
3.3.3.4 VNR utilisant l’indice de Mahalanobis
D’apre`s le tableau 3.1, la matrice de la distance de Mahalanobis est inde´pendante du
nombre des CPs. Par conse´quence, la variance non reconstruite utilisant une telle distance
ne de´pend pas e´galement d’une dimension donne´e :
σ2Dj =
ξTj PΛ
−1PTPΛPTPΛ−1PT ξj
(ξTj PΛ
−1PT ξj)
2
=
1
ξTj PΛ
−1PT ξj
=
1
ξTj Σ
−1ξj
(3.84)
ainsi,
VNRD =
m∑
j=1
σ2Dj (3.85)
Il est clair que ce crite`re est constant. Ainsi, sa minimisation par rapport a` ℓ n’est pas
possible et ne peut apporter aucun avantage pour le choix d’un nombre optimal de CPs.
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3.3.3.5 VNR utilisant un indice exprime´ dans le sous-espace principal
Nous proposons ici d’e´tudier la variance non reconstruite en utilisant un indice exprime´
dans le sous-espace principal autre que les indices de de´tection connus dans le cadre de
l’ACP. Cet indice est comple´mentaire a` celui du SPE.
En effet, nous remarquons dans la litte´rature l’inexistence d’inte´reˆt a` l’e´tude de la
distance ‖xˆ‖2 malgre´ qu’elle repre´sente une forme quadratique. La reconstruction d’une
variable donne´e en se basant sur une telle distance produit une variance non reconstruite.
En substituant la matriceM dans (3.61) par Cˆ, l’expression de la variance de l’erreur de
reconstruction de la je`me variable est la suivante :
σ2‖xˆj‖2(ℓ) =
ξTj CˆΣCˆξj
(ξTj Cˆξj)
2
=
(
ξTj CˆΣCˆξj
ξTj Cˆξj
)(
1
ξTj Cˆξj
)
= uˆj(ℓ)vˆj(ℓ) (3.86)
avec
uˆj(ℓ) =
ξTj CˆΣCˆξj
ξTj Cˆξj
(3.87)
et
vˆj(ℓ) =
1
ξTj Cˆξj
(3.88)
L’ajout d’une CP supple´mentaire dans le sous-espace principal nous permet d’e´crire :
vˆj(ℓ+ 1) =
1
ξTj Cˆ+ξj
=
1
ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj
(3.89)
D’apre`s l’e´quation (3.76), on peut de´duire que :
ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj = ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj + ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj (3.90)
Celle-ci implique que
ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj ≥ ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj (3.91)
ainsi,
vˆj(ℓ) ≥ vˆj(ℓ+ 1) (3.92)
L’ine´galite´ pre´ce´dente prouve que la fonction vˆj est monotone de´croissante en ℓ. En ce
qui concerne la fonction uˆj, nous proposons de calculer la diffe´rence suivante :
uˆj(ℓ+ 1)− uˆj(ℓ) =
ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ΣPˆ+Pˆ
T
+ξj
ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj
−
ξTj PˆPˆ
T
ΣPˆPˆ
T
ξj
ξTj PˆPˆ
T
ξj
=
λℓ+1ξ
T
j pℓ+1p
T
ℓ+1ξj + ξ
T
j PˆΛˆPˆ
T
ξj
ξTj pℓ+1p
T
ℓ+1ξj + ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj
−
ξTj PˆΛˆPˆ
T
ξj
ξTj PˆPˆ
T
ξj
=
ξTj pℓ+1p
T
ℓ+1ξj
(
λℓ+1ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj − ξ
T
j PˆΛˆPˆ
T
ξj
)
(ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj)(ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj)
=
ξTj pℓ+1p
T
ℓ+1ξj
(ξTj Pˆ+Pˆ
T
+ξj)(ξ
T
j PˆPˆ
T
ξj)
(
ξTj Pˆ(λℓ+1Iℓ − Λˆ)Pˆ
T
ξj
)
(3.93)
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ou` Iℓ ∈ R
ℓ×ℓ est une matrice identite´. Notamment, toutes les valeurs propres de la matrice
diagonale Λˆ sont supe´rieures ou e´gales a` λℓ+1 ce qui implique que tous les e´le´ments de la
matrice diagonale (λℓ+1Iℓ − Λˆ) sont alors ne´gatifs ou nuls. Par conse´quence, la diffe´rence
exprime´e par l’e´quation pre´ce´dente est ne´gative ou nulle, ainsi :
uˆj(ℓ) ≥ uˆj(ℓ+ 1) (3.94)
A partir des ine´galite´s (3.94) et (3.92), nous pouvons de´duire que :
uˆj(ℓ)vˆj(ℓ) ≥ uˆj(ℓ+)vˆj(ℓ+ 1) (3.95)
ce qui nous permet e´galement de de´duire, d’apre`s (3.86), que :
σ2‖xˆj‖2(ℓ) ≥ σ
2
‖xˆj‖
2(ℓ+ 1) (3.96)
En posant
VNR‖xˆ‖2(ℓ) =
m∑
j=1
σ2‖xˆj‖2(ℓ) (3.97)
le crite`re qui repre´sente la variance globale non reconstruite relative a` l’indice conside´re´,
on peut conclure de l’ine´galite´ (3.96) que :
VNR‖xˆ‖2(ℓ) ≥ VNR‖xˆ‖2(ℓ+ 1) (3.98)
Ce crite`re est alors monotone de´croissant en ℓ. Evidemment, la meilleure reconstruction
est obtenue en conside´rant toutes les CPs dans le mode`le ACP puisque :
min
ℓ
VNR‖xˆ‖2(ℓ) = m (3.99)
Le comportement de cette variance non reconstruite ne peut pas servir pour le choix
d’un nombre optimal de CPs.
3.3.3.6 VNR utilisant l’indice combine´
D’apre`s le tableau 3.1, les vecteurs colonnes de la matrice M de l’indice combine´
engendrent deux sous-espaces orthogonaux. La substitution d’une telle matrice dans l’ex-
pression (3.61), nous a permis de montrer que la variance non reconstruite de la je`me
variable en s’appuyant sur cet indice peut s’e´crire comme suit :
σ2ϕj(ℓ, α) =
τ 4ξTj C˜ΣC˜ξj + δ
4ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj(
τ 2ξTj C˜ξj + δ
2ξTj PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξj
)2 (3.100)
Cette expression de´pend du nombre ℓ des CPs retenus. En outre, nous remarquons
qu’une telle variance de´pend e´galement des seuils de controˆle des indices SPE et T2 de
Hotelling. Ces limites sont en fonction de ℓ et un seuil de signification α. Par conse´quent,
la variance non reconstruite globale de´pendra e´galement des ces parame`tres :
VNRϕ(ℓ, α) =
m∑
j=1
σ2ϕj(ℓ, α) (3.101)
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Cette e´quation pre´sente un nouveau crite`re base´ sur la variance non reconstruite rela-
tive a` l’indice combine´. Nous notons qu’il n’a pas e´te´ e´tudie´ auparavant dans la litte´rature.
Jusqu’a` ce stade, nous avons montre´ the´oriquement que tous les crite`res qui se basent
sur la variance non reconstruite, a` l’exception de celui de l’e´quation (3.101), ne peuvent
pas de´finir la dimension adapte´e d’un mode`le ACP voire la plupart de ces crite`res sont
inutiles pour effectuer une telle taˆche. En revanche, l’unique crite`re dont nous ignorons
son comportement est celui relatif a` l’indice combine´. Pour cette raison, ce crite`re a e´te´
l’objet d’une e´tude sur un exemple simule´ par Mnassri et al. (2010a). Nous avons remarque´
qu’il peut nous renseigner sur la dimension optimale en s’appuyant sur a` un choix tre`s
approprie´ du niveau de confiance (1− α).
Afin d’assurer la de´tection de de´fauts, le seuil de signification α doit ge´ne´ralement
avoir des valeurs voisines de 5%. Malheureusement, ces valeurs sont inade´quates pour le
nouveau crite`re. En effet, nous avons constate´ que α doit eˆtre proche de 80% pour que
le minimum de VNRϕ converge mode´re´ment vers le nombre de´sire´ des CPs. Ce crite`re
est conc¸u pour un objectif primordial qui est la minimisation de la variance de l’erreur
de reconstruction. Toutefois, il est difficile d’expliquer the´oriquement son comportement.
Pour cela, nous pouvons le conside´rer comme un crite`re empirique puisque son efficacite´
s’appuie plus particulie`rement sur l’expe´rience.
3.4 Nouveaux crite`res VNR
Dans l’objectif d’une se´lection correcte de la dimension optimale d’un mode`le ACP,
nous contribuons dans ce chapitre par deux autres nouveaux crite`res qui se basent sur la
the´orie de la variance de l’erreur de reconstruction.
3.4.1 VNR utilisant un nouvel indice combine´
En se basant sur l’e´tude e´tablie par Mnassri et al. (2010a) pour le crite`re VNRϕ,
nous avons essaye´ de reme´dier a` l’inconve´nient de celui-ci par la proposition d’un nou-
veau crite`re plus consistant en utilisant une nouvelle distance combine´e (Mnassri et al.,
2010b). Une caracte´ristique majeure constate´e dans le premier crite`re re´side dans son al-
lure fluctuante face aux valeurs du niveau de confiance (1− α). Notre objectif prioritaire
est d’assurer par le nouveau crite`re une robustesse par rapport au choix de la valeur du
seuil de signification au moins dans l’intervalle couramment utilise´ comme [1%, 5%].
D’apre`s (3.100), nous constatons que le crite`re VNRϕ est exprime´ en fonction de
l’inverse des valeurs propres. En effet, celles-ci ont une influence importante sur le com-
portement de ce crite`re. Dans ce cadre, Mnassri et al. (2010b) ont propose´ un nouvel
indice combine´ qui combine la statistique SPE et une nouvelle distance B exprime´e dans
le sous-espace principal. La particularite´ de l’indice B se manifeste dans une matrice des
valeurs propres modifie´es :
B(k) = ‖PˆΛˆ
− 1
2
B
Pˆ
T
x(k)‖2 = xT (k)PˆΛˆ−1
B
Pˆ
T
x(k) (3.102)
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avec
Λ
B
=
[
Λ2v 0
0 I(m−v) + Λ(m−v)
]
(3.103)
ou` Λˆ
B
∈ Rℓ×ℓ est une matrice diagonale constitue´e des ℓ premiers e´le´ments de la matrice
diagonale Λ
B
. Evidemment, ℓ repre´sente le nombre des CPs a` retenir. I(m−v) est une
matrice identite´ d’ordre (m − v). v = {1, · · · ,m} joue le roˆle d’un deuxie`me parame`tre
pour le crite`re propose´ en repre´sentant e´galement un nombre de CPs qui servira dans
la minimisation par la suite. Λv ∈ R
v×v et Λ(m−v) ∈ R
(m−v)×(m−v) sont deux matrices
diagonales contenant respectivement les v premie`res et (m− v) dernie`res valeurs propres
de la matrice Λ.
Nous constatons que cet indice ressemble dans sa forme ge´ne´rale a` celui de la T2 de
Hotelling. La modification est re´alise´e aux niveaux des valeurs propres de la matrice Λ.
L’utilisation de l’indiceB pour la de´tection de de´fauts impose qu’on lui propose une limite
de controˆle. Puisque cet indice pre´sente une forme quadratique, son seuil de de´tection peut
eˆtre de´termine´ en se re´fe´rant a` la the´orie de Box (1954). En conside´rant un tel indice, le
processus est en fonctionnement normal au ke`me instant si :
B(k) ≤ b2 = g
B
χ2(h
B
,α) (3.104)
avec
g
B
=
tr[(ΣPˆΛˆ−1
B
Pˆ
T
)2]
tr[ΣPˆΛˆ−1
B
Pˆ
T
]
(3.105)
h
B
=
(tr[ΣPˆΛˆ−1
B
Pˆ
T
])2
tr[(ΣPˆΛˆ−1
B
Pˆ
T
)2]
(3.106)
Dans la pratique, on sugge`re ge´ne´ralement qu’on surveille le processus par un seul
indice plutoˆt que deux statistiques de de´tection se´pare´es. Pour cela, nous avons propose´
de combiner l’indice B et celui du SPE en une seule statistique combine´e comme suit :
Ψ(k) = ‖Υ
1
2x(k)‖2 =
SPE(k)
δ2
+
B(k)
b2
(3.107)
ou`
Υ
1
2 = δ−1C˜+ b−1PˆΛˆ
− 1
2
B
Pˆ
T
(3.108)
Υ repre´sente la matrice du nouvel indice combine´ Ψ. Notamment, la reconstruction de
la je`me variable en utilisant un tel indice engendre une variance non reconstruite dont
son expression est de´termine´e en remplac¸ant dans l’e´quation (3.61)M par Υ. Ainsi, nous
montrons qu’elle peut s’e´crire comme suit :
σ2Ψj(ℓ, v, α) =
b
4ξTj C˜ΣC˜ξj + δ
4ξTj PˆΛˆ
−1
B
Pˆ
T
ξj(
b2ξTj C˜ξj + δ
2ξTj PˆΛˆ
−1
B
Pˆ
T
ξj
)2 (3.109)
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Cette variance de´pend de deux parame`tres principaux qui sont ℓ et v ainsi qu’un
parame`tre de lissage α qui repre´sente le seuil de signification. En revanche, le crite`re
global de´pend uniquement de ℓ et α :
VNRΨ(ℓ, α) =
m∑
v=1
m∑
j=1
σ2Ψj(ℓ, v, α) (3.110)
Nous sugge´rons que le minimum de cette fonction peut correspondre au nombre op-
timal des CPs. En se basant sur un exemple simule´, nous avons observe´ que ce crite`re
peut de´terminer correctement le nombre de´sire´ des CPs avec des valeurs pour α qui sont
comprises entre 1% et 5% (Mnassri et al., 2010b). Notamment, ce crite`re montre des re´-
sultats plus corrects que ceux du crite`re utilisant le classique indice combine´. Cependant,
il demeure un crite`re empirique car seul l’expe´rience peut illustrer son efficacite´.
3.4.2 Changement de repre´sentation des donne´es
La pre´sence du seuil de signification dans les expressions des deux nouveaux crite`res
propose´s pre´ce´demment pose souvent des difficulte´s en rendant les re´sultats et les de´cisions
incertains. Pour cette raison, nous avons e´tendu nos travaux dans ce cadre en proposant
e´galement un troisie`me nouveau crite`re que nous conside´rons le mieux performant et le
plus consistant du point de vue the´orique. Ce crite`re a e´te´ propose´ initialement dans
Mnassri et al. (2010c) puis il a e´te´ rectifie´ et adapte´ the´oriquement dans Mnassri et al.
(2011a).
3.4.2.1 Motivation et the´orie d’une nouvelle approche ACPVI
Le nouveau crite`re est fonde´ sur l’ide´e d’une analyse en composantes principales pon-
de´re´es par leurs variances inverse´es (ACPVI, en anglais : Inverse-Variance Weighting
PCA (IVWPCA)). En conside´rant des donne´es normalise´es, nous avons montre´ dans le
deuxie`me chapitre que le crite`re VNR peut de´terminer correctement le nombre optimal
des CPs seulement en absence des variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. En ef-
fet, un tel crite`re est insensible a` la pre´sence de ce type de variables. En outre, nous notons
que ce crite`re peut e´galement eˆtre plus limite´ en utilisant des donne´es non normalise´es.
Une variable inde´pendante ayant une variance tre`s importante peut occuper le premier
ou le deuxie`me rang dans l’ordre d’importance des CPs en conside´rant la matrice de co-
variance. Dans ce cas et d’apre`s la de´monstration e´tablie dans l’annexe A, le minimum du
crite`re VNR correspondra a` un nombre de CPs qui ne peut pas de´passer le rang d’une
telle variable. Par conse´quent, des CPs qui sont re´ellement significatives seront e´carte´es.
Ce crite`re peut garantir la se´lection de ces CPs uniquement si les variables inde´pendantes
et quasi-inde´pendantes disposent de variances moins infe´rieures aux valeurs propres de
telles CPs.
Nous recommandons alors l’utilisation d’un tel crite`re avec des donne´es normalise´es
car les CPs qui correspondent aux variables inde´pendantes sont hie´rarchiquement pla-
ce´es apre`s les CPs les plus significatives qui expriment de fortes corre´lations. De cette
manie`re, on est confronte´ uniquement au proble`me d’identification de telles variables. No-
tamment, les variables inde´pendantes se caracte´risent par une invariabilite´ en termes de
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leurs inde´pendances ainsi que leurs variances meˆme en cas d’inversion de la matrice de
corre´lation.
Pour cette raison, l’ide´e principale s’appuie sur le principe des proble`mes inverses
par un changement de repre´sentation des donne´es. Puisque la normalisation des donne´es
influe souvent les relations line´aires entre les variables, nous supposons que les donne´es
normalise´es de la matriceX sont initialement issues d’une transformation line´aire d’autres
donne´es Y ∈ RN×m qui ne sont pas force´ment normalise´es. En notation vectorielle, cette
hypothe`se se traduit par :
x(k) = Ay(k) (3.111)
A ∈ Rm×m est la matrice de transformation. y ∈ Rm repre´sente le vecteur des donne´es
desquelles sont extraites celles du vecteur x. A travers le changement de repre´sentation,
nous devons assurer que les donne´es de X sont normalise´es. Dans ce contexte, on peut
e´tablir ce qui suit :
Σ = E
{
xxT
}
= AE
{
yyT
}
AT
= ASAT (3.112)
ou` Σ et S sont respectivement la matrice de corre´lation de X et la matrice de covariance
de Y.
Une contrainte que nous devons e´galement l’assurer par une telle transformation li-
ne´aire concerne l’organisation des valeurs propres de Σ ainsi que celles de S. En effet,
nous souhaitons que leurs valeurs propres soient relie´es en conservant un certain ordon-
nancement. Pour cela, la de´termination des matrices A et S peut s’effectuer selon trois
possibilite´s. Cependant, une unique possibilite´ peut satisfaire nos hypothe`ses :
i. D’apre`s les e´quations (2.13) et (3.112), nous pouvons supposer que A = P et S = Λ.
Avec ces conside´rations, le proble`me a` re´soudre se rame`ne au cas classique ;
ii. Puisque Σ doit eˆtre ne´cessairement une matrice de corre´lation, on peut conside´rer
que S est la matrice de covariance de X et A est une matrice diagonale constitue´e
par les inverses des racines carre´es des e´carts types des variables originelles. Dans ce
cas, on serait confronte´ a` une e´tude sur les donne´es deX qui ne sont pas normalise´es.
Par conse´quent, le crite`re VNR ne peut pas assurer une optimalite´ dans la se´lection
des CPs significatives, plus particulie`rement en pre´sence des variables inde´pendantes
de variances importantes ;
iii. La dernie`re et l’unique possibilite´ envisageable est de supposer que :
A = Σ (3.113)
et
S = Σ−1 (3.114)
En pre´sence de bruit de mesures de variances non nulles, la matrice de corre´lation
Σ est inversible. Ainsi, Σ−1 repre´sente la matrice de covariance des donne´es de Y. Par
conse´quent, le vecteur de donne´es y(k) peut s’e´crire comme suit :
y(k) = Σ−1x(k) (3.115)
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Puisque P est une matrice orthonorme´e, i.e. P−1 = PT , la de´composition en valeurs
singulie`res de la matrice de covariance S des donne´es de Y me`ne a` la forme suivante :
S = Σ−1 = PΛ−1PT (3.116)
L’interpre´tation the´orique de l’e´quation pre´ce´dente prouve que les variables de Y dis-
posent des meˆmes CPs que celles des variables de X. La distinction se manifeste unique-
ment dans les variances de telles CPs. Posons h ∈ Rm le vecteur des CPs qui correspondent
aux donne´es de Y, nous pouvons montrer que :
h(k) = PTy(k) = PTΣ−1x(k)
= Λ−1PTx(k) = Λ−1t(k) (3.117)
ou`, d’apre`s (2.15), t repre´sente le vecteur des CPs deX. Puisque ces CPs sont caracte´rise´es
par des variances qui sont e´gales aux valeurs propres de Σ, i.e. E
{
ttT
}
= Λ, on montre
alors que :
E
{
hhT
}
= Λ−1 E
{
ttT
}
Λ−1 = Λ−1 (3.118)
Par conse´quent, nous de´duisons que les CPs de Y sont les meˆmes que celles de X
mais de variances inverses. Pour cette raison, nous avons appele´ cette approche analyse
en composantes principales ponde´re´es par leurs variances inverse´es (ACPVI).
D’apre`s l’e´quation (3.116), nous remarquons qu’une telle de´composition engendre des
valeurs propres dans l’ordre croissant. Cependant, le principe commune´ment connu par
une ACP est d’organiser les valeurs propres dans un ordre de´croissant. Pour cela, l’e´qua-
tion (3.116) peut se re´e´crire comme suit :
S = GDGT (3.119)
avec
G =
[
g1, · · · ,gm−q,gm−q+1, · · · ,gm
]
=
[
pm, · · · ,pq+1,pq, · · · ,p1
]
(3.120)
et
D = diag{d1, · · · , dm−q, dm−q+1, · · · , dm} = diag{λ
−1
m , · · · , λ
−1
q+1, λ
−1
q , · · · , λ
−1
1 } (3.121)
Puisque S est une matrice de covariance, cela semblerait contradictoire avec notre
recommandation concernant la nature des donne´es sur lesquelles on doit appliquer un
crite`re base´ sur le principe de la variance non reconstruite. Toutefois, l’organisation des
valeurs propres de cette matrice de covariance qui est obtenue par un changement de
repre´sentation des donne´es pre´sentera un avantage majeur pour notre approche. Ainsi,
ce type de matrice de covariance qui repre´sente l’inverse d’une matrice de corre´lation
d’autres donne´es sera le plus adapte´ pour une utilisation du crite`re VNR sur des donne´es
non normalise´es.
Nous avons suppose´ que q repre´sente le nombre optimal des CPs pour les donne´es de
X. En pre´sence des variables inde´pendantes et/ou quasi-inde´pendantes, la qe`me CP repre´-
sentera certainement l’une de ces variables. Ainsi, l’inversion de la matrice de corre´lation
85
Chapitre 3. Contribution au choix d’un mode`le optimal par la variance non reconstruite
n’influe pas leurs natures. D’apre`s (3.120) et (3.121), les q CPs significatives dans X se
transforment en des relations de redondance dans Y. Inversement, les (m−q) relations de
redondance dans X se transforment en des CPs significatives dans Y. Ces effets sont dus
aux inverses des valeurs propres re´siduelles de Σ qui produisent des valeurs propres tre`s
importantes dans Σ−1. Evidemment s’il existe un ensemble de variables inde´pendantes
dans X, elles se mutent dans Y sans modification conside´rable dans leurs inde´pendances.
Ainsi, la dernie`re parmi elles sera associe´e au vecteur propre gm−q+1 (3.120).
Afin de se´lectionner les q CPs de la matrice X, nous envisageons qu’il est plus facile
d’identifier les (m − q) CPs de la matrice Y en utilisant le principe de la variance non
reconstruite.
3.4.2.2 VNR base´e sur l’ACPVI
Posons y∗(k) le vecteur des donne´es obtenues lors du fonctionnement normal. En
pre´sence d’un de´faut simple Wi porte´ par la ie`me direction ζi et d’amplitude w(k) a`
l’instant k, le vecteur de donne´es y(k) peut s’exprimer comme suit :
y(k) = y∗(k) + ζiw(k) (3.122)
Le vecteur ζi ∈ R
m repre´sente la ie`me colonne de la matrice identite´. Il correspond a`
la variable suppose´e en de´faut. Ainsi, la reconstruction d’une telle variable engendre un
vecteur reconstruit de donne´es comme suit :
yi(k) = y(k)− ζiwˆi(k) (3.123)
ou` wˆi est une estimation de w. Une telle estimation est optimale en minimisant l’erreur
quadratique d’estimation ‖Z˜yi(k)‖
2 de la fac¸on suivante :
wˆi(k) = argmin
w(k)
{
‖Z˜yi(k)‖
2
}
= (ζTi Z˜ζi)
−1ζTi Z˜y(k) (3.124)
avec
Z˜ = G˜G˜
T
(3.125)
Notamment, Z˜ est la matrice de projection dans le sous-espace re´siduel de Y. G˜ ∈
Rm×(m−κ) est compose´e des (m− κ) derniers vecteurs propres de la matrice G et κ repre´-
sente le nombre des CPs utilise´es dans le mode`le.
On note que la ie`me variable est reconstructible si ζTi Z˜ζi 6= 0, i.e. le vecteur Z˜ζi est
non nul.
Puisque les donne´es de X sont centre´es alors celles de Y le sont e´galement. Par conse´-
quent, la moyenne de wˆi est nulle. Ainsi, la variance de l’erreur de reconstruction de la
ie`me variable dans le sous-espace re´siduel est de´finie par :
σ2i (κ) = Var
{
ζTi (y− yi)
}
= Var {wˆi}
=
ζTi Z˜E
{
yyT
}
Z˜ζi
(ζTi Z˜ζi)
2
=
ζTi Z˜Σ
−1Z˜ζi
(ζTi Z˜ζi)
2
=
ζTi G˜D˜G˜
T
ζi
(ζTi Z˜ζi)
2
(3.126)
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On peut alors de´duire le crite`re de la variance globale non reconstruite note´ VNRVI
et qui de´pend de κ comme suit :
VNRVI(κ) =
m∑
i=1
σ2i (κ)
ζTi Σ
−1ζi
=
m∑
i=1
ζTi Z˜Σ
−1Z˜ζi
(ζTi Σ
−1ζi)(ζ
T
i Z˜ζi)
2
=
m∑
i=1
ζTi G˜D˜G˜
T
ζi
(ζTi Σ
−1ζi)(ζ
T
i Z˜ζi)
2
(3.127)
Notons par κop le nombre optimal des CPs dans Y. En se basant sur ce crite`re, nous
sugge´rons que son minimum correspond a` κop = (m− q) CPs :
κop = argmin
κ
{VNRVI(κ)} = m− q (3.128)
Par conse´quent, le nombre optimal des CPs de X est de´duit de la manie`re suivante :
ℓop = q = m− κop = m− argmin
κ
{VNRVI(κ)} (3.129)
3.4.2.3 Consistance the´orique du crite`re VNRVI
En posant
u˜2i (κ) =
ζTi Z˜Σ
−1Z˜ζi
(ζTi Z˜ζi)
(3.130)
et
uˆ2i (κ) = u˜
2
i (κ)
(
1− ζTi Z˜ζi
ζTi Z˜ζi
)
(3.131)
et d’apre`s l’e´quation (3.126), la variance non reconstruite de la ie`me variable ponde´re´e
par sa variance originelle peut s’exprimer comme suit :
σ2i (κ)
ζTi Σ
−1ζi
=
u˜2i (κ) + uˆ
2
i (κ)
ζTi Σ
−1ζi
(3.132)
Etant donne´ que la quantite´ ζTi Σ
−1ζi est une constante qui ne de´pend pas de κ, notre
e´tude du comportement du nouveau crite`re peut se limiter aux deux termes u˜2i et uˆ
2
i .
Dans ce cadre, nous avons montre´ the´oriquement dans l’annexe C que la fonction u˜2i est
monotone de´croissante en κ. D’autre part, le terme ζTi Z˜ζi tend vers ze´ro quand κ tend
vers m. Cela implique par conse´quent que uˆ2i devient croissante en montant rapidement
quand κ tend vers m. De cette manie`re, l’expression (3.132) doit avoir ne´cessairement un
minimum unique qui correspond a` un nombre de CPs dans l’intervalle [1,m]. Ainsi, nous
pouvons de´duire e´galement que le crite`re VNRVI aura un seul minimum global pour un
nombre de CPs dans le meˆme intervalle.
En revanche, il est crucial d’e´tablir les conditions qui garantissent d’avoir the´orique-
ment ce minimum en (m − q) CPs. Dans ce cadre, il semblerait ne´cessaire de connaˆıtre
tout d’abord la distribution du bruit dans les donne´es de Y. Selon l’e´quation (2.28), le
vecteur de donne´es y(k) peut s’e´crire comme suit :
y(k) = Σ−1x˚(k) + Σ−1v(k) = y˚(k) +w(k) (3.133)
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ou` les vecteurs y˚(k) et w(k) repre´sentent respectivement les mesures sans bruit et le bruit
au ke`me instant. Ainsi, la matrice de covariance du bruit dans Y est donne´e par :
E{wwT} = Σ−1 E{vvT}Σ−1 (3.134)
ou` E{vvT} repre´sente la matrice de covariance du bruit dans les donne´es de X. D’apre`s
l’e´quation pre´ce´dente, nous remarquons que le bruit dans Y de´pend fortement de celui
dans X. Ne´anmoins, la matrice de covariance exprime´e par une telle e´quation est ge´ne´ra-
lement non diagonale ce qui implique que le bruit w est colore´.
D’apre`s la de´monstration que nous avons e´tablie dans l’annexe D, le crite`re VNRVI
garantit son minimum en κ = (m− q) CPs si :
dm−q+1
dm
≤
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
ζTi G˜G˜
T
ζi
pour κ ≥ m− q (3.135)
et
dm−q ≥
(
1 +
ζTi G˜G˜
T
ζi
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
)
dm−q+1 pour κ < m− q (3.136)
ou` G˜ ∈ Rm×(m−κ) et G˜q ∈ R
m×q sont deux matrices constitue´es respectivement par les
(m − κ) et les q derniers vecteurs propres de la matrice G. Notamment, nous pouvons
re´e´crire les deux ine´galite´s pre´ce´dentes en fonction des valeurs propres de la matrice Σ.
Selon l’e´quation (3.121), elles se transforment respectivement comme suit :
λ1
λq
≤
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
ζTi G˜G˜
T
ζi
pour κ ≥ m− q (3.137)
et
λq ≥
(
1 +
ζTi G˜G˜
T
ζi
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
)
λq+1 pour κ < m− q (3.138)
L’interpre´tation de l’ine´galite´ (3.138) impose que la variance d’un signal quelconque
doit eˆtre plus grande que celle du bruit, ce qui repre´sente une condition tre`s ordinaire.
Cependant, la contrainte exprime´e dans (3.137) signifie que les valeurs propres les plus
significatives (λ1, · · · , λq) doivent avoir des valeurs tre`s proches les unes des autres. Toute-
fois, la pre´sence des variables inde´pendantes et/ou quasi-inde´pendantes peut alle´ger une
telle contrainte en garantissant un minimum du crite`re VNRVI en (m − q) CPs pour
κ ≥ m − q. Cette de´duction est affirme´e graˆce a` la de´monstration de l’annexe A qui
est e´galement valable pour ce nouveau crite`re. Une telle de´monstration prouve que ces
variables sont toujours conside´re´es comme des CPs re´siduelles. Effectivement, l’inte´reˆt
de notre approche par la proposition de la matrice Y est d’avoir contrairement au cas
classique, un sous-espace re´siduel inverse´ dont les premie`res CPs que constituant un tel
sous-espace repre´sentent ce type de variables suivies par les CPs les plus significatives
dans X. Cette particularite´ du crite`re VNRVI peut garantir une se´lection optimale des
CPs tout en conside´rant les variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes.
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3.5 Re´sultats de simulation
Afin d’illustrer les re´sultats obtenus par les crite`res propose´s, nous avons conside´re´
le meˆme exemple du deuxie`me chapitre. Nous rappelons qu’un tel exemple repre´sente
quatre ensembles de variables A, B, C et D dont chacun a e´te´ ge´ne´re´ selon trois cas
diffe´rents d’un bruit i.i.d. En s’appuyant sur l’analyse et les interpre´tations mene´es dans
le chapitre pre´ce´dent, nous avons conclu que ces ensembles de variables sont constitue´s
respectivement de 5, 6, 7 et 8 CPs malgre´ le changement conside´rable de la variance du
bruit.
Notamment, les crite`res propose´s dans ce chapitre se basent sur des minimisations
par rapport au nombre de CPs pour la de´termination du mode`le optimal. Exceptionnel-
lement, les crite`res VNRϕ et VNRΨ de´pendent e´galement d’un seuil de signification α.
Puisqu’on dispose d’une connaissance a priori sur les nombres optimaux des CPs consti-
tuant chaque ensemble des donne´es, nous avons re´alise´ une e´tude de performance plus
particulie`rement pour ces deux crite`res par rapport a` 100 re´alisations en variant le niveau
de confiance (1 − α) dans l’intervalle [1, 99]% avec un pas de 1%. Les figures 3.1, 3.2 et
3.3 affichent les pourcentages de se´lections correctes des nombres approprie´s des CPs dans
les bases des donne´es e´tudie´es respectivement pour les trois diffe´rents cas de bruit i.i.d.
Nous remarquons que le crite`re VNRϕ se´lectionne dans plus de 80% des re´alisations les
nombres de´sire´s des CPs avec des valeurs de niveau de confiance ge´ne´ralement proches de
20%. En revanche, il montre parfois une allure fluctuante surtout lors d’un bruit de faibles
variances. En comparant les courbes des deux crite`res, nous observons clairement que ce-
lui du VNRΨ est beaucoup plus performant. Sa minimisation par rapport a` ℓ converge
vers les nombres corrects des CPs en conside´rant des valeurs habituelles pour le seuil
de signification α. Il montre ainsi une ame´lioration prometteuse par rapport au crite`re
VNRϕ.
En conside´rant des seuil de signification α e´gaux a` 80% pour VNRϕ et 2% pour
VNRΨ, les figures 3.4 et 3.5 illustrent les allures en ℓ de ces deux crite`res applique´s
sur les ensembles (A, B) et (C, D) respectivement pour un bruit i.i.d. de faible variance
(σ2 = 0.002). Ces deux crite`res peuvent de´terminer une dimension optimale d’un mode`le
ACP sous la contrainte d’un choix tre`s approprie´ des valeurs de leurs seuils de signification.
Face a` la difficulte´ d’une telle taˆche, le troisie`me nouveau crite`re VNRVI montre une
efficacite´ tre`s avantageuse en e´vitant les proble`mes des quantiles par la conside´ration d’un
autre principe totalement diffe´rent. Selon les dernie`res courbes illustre´es dans les premie`res
et deuxie`mes colonnes des figures 3.4 et 3.5, les minima d’un tel crite`re correspondent a`
κop = 7 CPs dans toutes les bases des donne´es transforme´es qui sont associe´es a` celles de
A, B, C et D. Ainsi, les nombres des variables m dans ces ensembles sont respectivement
12, 13, 14 et 15. En se basant sur l’e´quation (3.129), nous pouvons de´duire que les nombres
optimaux des CPs dans les ensembles A, B, C et D sont respectivement 5, 6, 7 et 8 CPs.
Puisque le bruit de mesures est repre´sente´ par des variables ale´atoires, une simple
re´alisation ne peut pas valider ces re´sultats. De la meˆme manie`re qu’au chapitre pre´ce´dent,
nous avons calcule´ un pourcentage par rapport a` 1500 re´alisations des nombres de CPs
retenues a` l’aide du crite`re VNRVI en se re´fe´rant a` l’e´quation (3.129). En conside´rant
un nombre d’observations N = 1500 dans les trois diffe´rents cas de bruit i.i.d., le tableau
3.2 prouve qu’un tel crite`re a de´termine´ dans 100% des re´alisations les nombres de´sire´s
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Figure 3.1 – Pourcentages de se´lections correctes en fonction de (1 − α) par VNRϕ et
VNRΨ sur tous les ensembles des variables avec un bruit i.i.d. de variance σ
2 = 0.002
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Figure 3.2 – Pourcentages de se´lections correctes en fonction de (1 − α) par VNRϕ et
VNRΨ sur tous les ensembles des variables avec un bruit i.i.d. de variance σ
2 = 0.2
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Figure 3.3 – Pourcentages de se´lections correctes en fonction de (1 − α) par VNRϕ et
VNRΨ sur tous les ensembles des variables avec un bruit i.i.d. de variance σ
2 = 0.5
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Figure 3.4 – Allures des nouveaux crite`res applique´es sur les ensembles A et B, respec-
tivement en 1e`re et 2e`me colonne, en conside´rant un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
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Figure 3.5 – Allures des nouveaux crite`res applique´es sur les ensembles C et D, respec-
tivement en 1e`re et 2e`me colonne, en conside´rant un bruit i.i.d. de variance σ2 = 0.002
Ensemble A Ensemble B Ensemble C Ensemble D
Crite`re : VNRVI VNRVI VNRVI VNRVI
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.002
5 CPs (%) 100
6 CPs (%) 100
7 CPs (%) 100
8 CPs (%) 100
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.2
5 CPs (%) 100
6 CPs (%) 100
7 CPs (%) 100
8 CPs (%) 100
Bruit i.i.d. : σ2 = 0.5
5 CPs (%) 100
6 CPs (%) 100
7 CPs (%) 100
8 CPs (%) 100
Table 3.2 – Pourcentage, par rapport a` 1500 re´alisations, des nombres de CPs se´lec-
tionne´es dans les ensembles des donne´es en se basant sur le crite`re VNRVI (N = 1500
observations ge´ne´re´es selon trois diffe´rents cas de bruit i.i.d.)
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des CPs. Son efficacite´ pre´sente un avantage prometteur par rapport aux efficacite´s des
autres crite`res de se´lection pre´sente´s dans cette the`se.
Avec le crite`re VNRVI, l’optimalite´ de se´lection est assure´e par un nombre d’observa-
tions N assez infe´rieur a` celui exige´ pour le crite`re MDL pre´sente´ au deuxie`me chapitre.
En comparant les re´sultats des tableaux 3.2 et 2.7, nous distinguons clairement la dif-
fe´rence au niveau du nombre d’observations conside´re´es. Dans ce contexte, le parame`tre
N est exprime´ implicitement dans l’expression du VNRVI car il influe sur les valeurs
et vecteurs propres conside´re´s. Ainsi, cette influence sera ne´gligeable voire nulle pour un
nombre N suffisant et fini dans le sens ou` la matrice de covariance des donne´es demeure
constante.
3.6 Conclusion
Ce chapitre pre´sente nos contributions dans le the`me d’une mode´lisation optimale par
ACP en utilisant le principe de la variance non reconstruite. Face a` l’abondance des crite`res
de se´lection disponibles dans la litte´rature et qui ont montre´ effectivement une divergence
remarquable dans les re´sultats obtenus, nous avons motive´ the´oriquement l’importance
de la pre´cision dans le choix d’une structure adapte´e du mode`le ACP. Dans la mesure ou`
celui-ci n’est pas optimal, une conse´quence e´vidente est prouve´e sur la de´tectabilite´ de
de´fauts et qui aura sans doute un effet e´galement sur l’isolabilite´ de de´fauts.
En partant du principe de la variance de l’erreur de reconstruction, nous avons e´tabli
une expression ge´ne´ralise´e pour une telle variance valable pour tout un indice de de´tection
ayant une forme quadratique. Dans ce cadre, nous avons pre´sente´ les indices de de´tection
propose´s dans la litte´rature. Ainsi, nous avons e´tabli pour chacun de ces indices sa variance
non reconstruite en s’appuyant sur celle ge´ne´ralise´e.
Cela nous a permis de conclure suite a` une e´tude the´orique des diffe´rentes variances
obtenues que la plupart, exceptant quelques-unes, sont inutiles pour le choix du mode`le.
Plus particulie`rement, nous avons montre´ que la variance relative a` l’indice SPE n’est
autre que celle exprime´e par le crite`reVNR e´tudie´ dans le deuxie`me chapitre. Ainsi, notre
contribution dans ce cadre est introduite par la variance non reconstruite (VNRϕ) associe´e
a` l’indice combine´. Celle-ci de´pend du nombre des CPs conside´re´es dans le mode`le ainsi
qu’un seuil de signification qui caracte´rise les limites de controˆle des indices de de´tection.
Malheureusement, l’e´tude de ce crite`re n’a pas aboutit a` une consistance the´orique de
son comportement. En effet, seule l’expe´rience prouve qu’il est capable de de´terminer la
dimension du mode`le en se re´fe´rant a` un choix tre`s approprie´ du seuil de signification
conside´re´. Dans ce contexte, nous avons propose´ un deuxie`me nouveau crite`re (VNRΨ)
base´ sur une nouvelle distance combine´e. L’objectif e´tant de faciliter la taˆche du choix de
la valeur d’un tel seuil. Le nouveau crite`re montre des re´sultats plus efficaces et mieux
stationnaires que ceux du VNRϕ. Toutefois, ils restent dans leurs globalite´s incertains
aussi faut-il disposer d’une connaissance a priori ou d’une expertise pour prendre la
de´cision convenable. En effet, nous avons conside´re´ que ces crite`res sont empiriques car
ils s’appuient uniquement sur l’expe´rience.
La limitation qui a e´te´ prouve´e the´oriquement dans le chapitre pre´ce´dent pour le cri-
te`re VNR, a e´te´ un avantage d’une nouvelle proposition. Cette dernie`re est inspire´e du
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principe des proble`mes inverses en proposant un changement de repre´sentation des don-
ne´es. Nous avons suppose´ que les donne´es normalise´es de X observe´es re´ellement peuvent
eˆtre en re´alite´ des de´rives line´aires d’autres donne´es de Y. Une ACP utilisant les nouvelles
donne´es de Y engendre les meˆmes CPs que celles de X mais de variances inverse´es. Pour
cela, la nouvelle approche est appele´e ACPVI. En s’appuyant sur le principe de la variance
de l’erreur de reconstruction, nous avons propose´ un nouveau crite`re VNRVI. En effet,
la de´termination du nombre optimal des CPs dans Y en utilisant ce crite`re sert a` de´duire
celui deX en conside´rant e´videmment les variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes.
En outre, nous avons e´tabli the´oriquement les conditions garantissant l’optimalite´ de se´-
lection par un tel crite`re. Les re´sultats de simulation ont valide´ notre the´orie en prouvant
que le crite`re VNRVI apporte un avantage et une efficacite´ conside´rables par rapport a`
tous les crite`res pre´sente´s dans le deuxie`me chapitre pour le choix de la structure adapte´e
du mode`le ACP.
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4.1. Introduction
4.1 Introduction
La de´tection et le diagnostic de de´fauts sur les processus forment une de´marche essen-
tielle afin de leur assurer un fonctionnement suˆr et efficace. Selon Kariwala et al. (2010)
et Kourti (2005), une telle de´marche peut se baser ge´ne´ralement sur des mode`les quanti-
tatifs, des mode`les qualitatifs ou l’historique de processus qui repre´sente l’inte´reˆt de cette
the`se. Dans ce contexte, le controˆle statistique de processus a rec¸u une attention ainsi
qu’un succe`s conside´rables aux niveaux des applications. Ce succe`s peut eˆtre attribue´ a` la
disponibilite´ en permanence d’une grande quantite´ de donne´es collecte´es lors du fonction-
nement normal de processus. Ainsi, ces donne´es favorisent le de´veloppement des mode`les
statistiques qui peuvent atteindre une grande pre´cision dans la de´tection de toutes de´via-
tions par rapport a` un fonctionnement normal. Dans ce cadre, l’ACP est une approche tre`s
adapte´e pour un controˆle statistique de processus. Ainsi, elle a e´te´ intense´ment explore´e
dans le suivi et le diagnostic de plusieurs processus (Nomikos et MacGregor, 1995; Qin,
2003; Tharrault et al., 2008).
Dans la litte´rature, le the`me du diagnostic de de´fauts a quand meˆme rec¸u une attention
moins conside´rable que celui de la de´tection de de´fauts. L’approche la plus classique et en
meˆme temps tre`s populaire pour un diagnostic est base´e sur l’analyse des contributions
(Nomikos et MacGregor, 1995; Yue et Qin, 2001; Qin, 2003; Alcala et Qin, 2009; Kariwala
et al., 2010; Alcala et Qin, 2011). Le principe des contributions s’appuie ge´ne´ralement
sur la quantification de la part de chaque variable dans le calcul d’un indice de de´tec-
tion donne´. Dans ce cadre, nous avons propose´ une nouvelle forme de contribution par
de´composition partielle de l’indice SPE (Mnassri et al., 2008b, 2009b). Une analyse de
diagnosticabilite´ de de´fauts base´e sur les contributions montre que celles-ci garantissent un
diagnostic correct uniquement si les de´fauts sont simples (unidimensionnels) et de grandes
amplitudes. Dans le cas contraire, les approches des contributions peuvent ge´ne´ralement
conside´rer d’autres variables en de´faut. Ainsi, il sera difficile d’isoler celles re´ellement en
de´faut. En outre, les contributions ne permettent pas d’isolation des de´fauts multiples
ou` plusieurs variables sont simultane´ment en de´faut en raison de la corre´lation entre les
variables. Cette corre´lation a e´te´ la cle´ d’un diagnostic mieux de´cisif base´ sur l’approche
de reconstruction des indices de de´tection (Dunia et al., 1996; Dunia et Qin, 1998b,c,a;
Yue et Qin, 2001; Qin, 2003; Alcala et Qin, 2009, 2011). Le principe d’une telle me´thode
s’est fonde´ sur l’e´limination de l’influence de de´fauts sur l’indice de de´tection par une
reconstruction des variables a` l’aide d’un mode`le ACP.
Le succe`s de l’utilisation de l’ACP pour le diagnostic de de´fauts sur les processus en
utilisant l’approche de reconstruction a e´te´ enrichi par le de´veloppement d’un concept
fondamental qui repre´sente l’isolabilite´ de de´fauts. On de´finit l’isolabilite´ comme e´tant la
capacite´ d’un diagnostic a` retrouver les origines de de´fauts. Dans la litte´rature, un tel
concept a e´te´ ne´gligemment e´tudie´ dans le cadre de l’ACP en le de´veloppant uniquement
pour une reconstruction de l’indice SPE (Dunia et Qin, 1998b,c,a; Qin, 2003). Ce cha-
pitre a pour objectif d’e´tendre et d’unifier un tel concept a` tout indice de de´tection ayant
une forme quadratique. Ainsi, cette ide´e nous a permis la re´alisation d’une analyse the´o-
rique d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction de la distance combine´e versus celles des
indice que combine en mettant en avant l’avantage que peut jouer une telle distance dans
l’isolation de de´fauts plus complexes (Mnassri et al., 2012a).
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La contribution par reconstruction (reconstruction based contribution : RBC) a e´te´
re´cemment propose´e pour diagnostiquer les de´fauts simples ayant de grandes amplitudes
(Alcala et Qin, 2009, 2011). On note qu’une telle approche fait partie des me´thodes des
contributions. Mnassri et al. (2012b) ont e´tendu cette approche afin d’assurer un diag-
nostic de de´fauts multiples. Pour cela, nous proposons dans ce chapitre une analyse de
diagnosticabilite´ montrant que la nouvelle contribution multidimensionnelle garantit un
diagnostic correct de de´fauts multiples de grandes amplitudes. Afin de ne pas se limiter
uniquement a` ce type de de´fauts, l’objectif de ce chapitre repre´sente e´galement la propo-
sition d’une nouvelle me´thode base´e sur celle de RBC pour garantir une identification et
isolation de de´fauts de´tectables plus complexes. Ge´ne´ralement, l’isolation de ce type de
de´fauts s’appuie sur des seuils de validation. Pour cela, nous avons propose´ une approche
dite RBC ratio (RBCr) (Mnassri et al., 2012b). Une diagnosticabilite´ de de´fauts base´e
sur cette nouvelle me´thode prouve une garantie d’un diagnostic correct sous la contrainte
que les amplitudes de tels de´fauts satisfont une condition suffisante d’isolabilite´.
4.2 Isolation et isolabilite´ de de´fauts par reconstruc-
tion
En suivant une de´marche semblable a` celle de la de´tectabilite´ de de´fauts e´voque´e dans
la section 3.2 du troisie`me chapitre, nous pouvons ainsi ge´ne´raliser l’e´tude d’isolation et
isolabilite´ de de´fauts par reconstruction d’un indice de de´tection quelconque ayant une
forme quadratique.
4.2.1 Ge´ne´ralisation de l’isolation et l’isolabilite´ de de´fauts
En s’appuyant sur l’approche de reconstruction, nous notons que les de´fauts simples
(unidimensionnels) repre´sentent un cas particulier. Pour cela, nous envisageons une e´tude
plus ge´ne´ralise´e en conside´rant des de´fauts multiples (multidimensionnels). Nous avons
suppose´ a` partir de l’e´quation (2.59) qu’un J e`me ensemble compose´ de r variables est
the´oriquement affecte´ par un de´faut re´el note´ FJ . Dans la pratique, un tel de´faut est
inconnu ce qui a suscite´ une de´marche pour son isolation.
4.2.1.1 Isolation de de´fauts
Afin d’identifier et isoler le de´faut re´el FJ qui est par hypothe`se inconnu, le principe de
l’approche de reconstruction pre´sume un de´faut suppose´ ou assume´ FI affectant un I e`me
ensemble compose´ de r variables suppose´es en de´faut. Ainsi, des reconstructions d’e´tat
en se basant les indices de de´tection et un mode`le ACP peuvent conduire a` l’isolation du
de´faut re´el FJ . Nous rappelons que la reconstruction consiste a` estimer un vecteur xI de
donne´es reconstruites cense´es eˆtre insensibles au de´faut assume´ FI :
xI(k) = x(k)− ΞIf(k)
= x(k)− ΞI fˆI(k) (4.1)
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ou` fˆI(k) est une estimation optimale de f(k) qui repre´sente le vecteur d’amplitudes des
composants du de´faut dans les directions des variables constituant le I e`me ensemble. Une
telle estimation est obtenue par une minimisation d’un indice de de´tection γI insensible
a` un tel de´faut :
fˆI(k) = argmin
f(k)
{γI(k)} (4.2)
ou`
γI(k) = ‖M
1
2 xI(k)‖
2 (4.3)
On peut de´duire que l’estime´ du vecteur d’amplitudes du de´faut suppose´ ainsi que
le vecteur de donne´es reconstruites projete´ dans le sous-espace engendre´ par les vecteurs
colonnes de la matrice M de γ sont respectivement donne´s par :
fˆI(k) = (Ξ
T
I M ΞI)
−1ΞTI M x(k) (4.4)
M
1
2 xI(k) = (Im −M
1
2 ΞI(Ξ
T
I M ΞI)
−1ΞTI M
1
2 )M
1
2 x(k) (4.5)
Le I e`me ensemble de variables n’est reconstructible que si la matrice M
1
2 ΞI est de
plein rang colonne. Cela implique que les variables constituant un tel ensemble ne doivent
pas eˆtre coline´aires.
Dans le but d’une simplification d’e´critures, une de´composition en valeurs singulie`res
de la matrice M
1
2 ΞI mene au re´sultat suivant :
M
1
2 ΞI = Ξ
o
IDIV
T
I (4.6)
ou` ΞoI ∈ R
m×r et VI ∈ R
r×r sont deux matrices orthonorme´es. DI ∈ R
r×r est une matrice
diagonale contenant les r valeurs propres de la matrice M
1
2 ΞI . Ainsi, l’e´quation (4.5)
peut eˆtre re´e´crite comme suit :
M
1
2 xI(k) = (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x(k) (4.7)
On note que (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I ) est une matrice idempotente. Par conse´quent, l’indice de
de´tection insensible au de´faut suppose´ peut eˆtre exprime´ comme suit :
γI(k) = ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x(k)‖2
= xT (k)M
1
2 (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x(k) (4.8)
Puisque le nume´ro I correspond a` un ensemble compose´ de r variables suppose´es en
de´faut, il repre´sente alors un nume´ro combinatoire de sce´narii de de´fauts a` conside´rer :
I = {1, · · · ,
m!
r!(m− r)!
} (4.9)
ou` ! repre´sente l’ope´rateur factoriel. Dans le cas de de´fauts simples, I = i = {1, · · · ,m}.
En conside´rant le vecteur d’observation de l’e´quation (2.59) qui est compose´ du de´faut
re´el FJ , l’indice de de´tection insensible au de´faut suppose´ FI pourra eˆtre exprime´ en
fonction de celui re´el comme suit :
γI(k) = ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x∗(k) + (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )ΞJ M
1
2 f(k)‖2 (4.10)
A partir de cette expression, deux de´ductions sont envisageables :
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i. Si la direction de reconstruction ΞI est celle du de´faut re´el, i.e. I = J , on peut
montrer que :
γI=J (k) = ‖(Im − Ξ
o
I=JΞ
oT
I=J )M
1
2 x∗(k)‖2 ≤ Γ2I=J (4.11)
ou` Γ2I=J est un seuil de controˆle de´fini de la meˆme manie`re que celui exprime´ dans
l’e´quation (4.13).
L’expression de l’indice γI=J implique que l’influence du de´faut re´el est comple`te-
ment annule´e. Egalement, les valeurs d’un tel indice reconstruit sont infe´rieures au
seuil de de´tection Γ2 donne´ par l’e´quation (3.2).
ii. Si la direction de reconstruction ΞI est diffe´rente de celle du de´faut re´el ΞJ alors
l’indice reconstruit est probablement supe´rieur a` un seuil de controˆle approprie´.
Autrement dit, le principe de reconstruction assure qu’un de´faut assume´ FI ne peut
pas eˆtre identifie´ comme un candidat si :
γI(k) = ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x(k)‖2 > Γ2I (4.12)
Γ2I repre´sente une limite de controˆle pour l’indice reconstruit γI . Puisque ce dernier
est caracte´rise´ par une forme quadratique, l’expression approprie´e d’un tel seuil peut eˆtre
de´termine´e en s’appuyant sur les travaux de Box (1954) :
Γ2I = gγIχ
2
(hγ
I
,α) (4.13)
avec
gγI =
tr[(ΣM
1
2 (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 )2]
tr[ΣM
1
2 (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ]
(4.14)
et
hγI =
(tr[ΣM
1
2 (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ])2
tr[(ΣM
1
2 (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 )2]
(4.15)
Ainsi, tout de´faut suppose´ ne ve´rifiant pas l’ine´galite´ (4.12) est identifie´ avec celui
du de´faut re´el. Par conse´quent, on peut soupc¸onner des variables outre celles re´ellement
en de´faut. Selon l’indice γ avec lequel la reconstruction est re´alise´e, les ensembles Iˆγ de
variables conside´re´es en de´faut sont de´termine´s en obe´issant a` l’argument suivant :
Iˆγ = arg
I∈I
{
γI(k) ≤ Γ
2
I
}
(4.16)
ou` I repre´sente l’ensemble des combinaisons des directions de reconstructions possibles.
L’isolation du de´faut re´el consiste dans la re´duction de l’ensemble Iˆγ en le rendant
compose´ uniquement de l’ensemble des variables re´ellement en de´faut. Pour cela, plu-
sieurs facteurs entrent en vigueur tels que l’amplitude du de´faut lui-meˆme, l’ampleur de
la corre´lation entre les variables ainsi que l’indice de de´tection conside´re´. Par conse´quent,
l’e´laboration d’un concept de performance qui repre´sente l’isolabilite´ de de´fauts semblerait
cruciale.
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4.2.1.2 Isolabilite´ de de´fauts
Dans le cadre de l’isolabilite´, l’amplitude du de´faut re´el FJ doit eˆtre suffisamment
importante afin de garantir que les valeurs de γI soient supe´rieures a` Γ
2
I . Cette contrainte
peut nous mener a` la de´termination d’une condition suffisante d’isolabilite´ de de´fauts.
Puisque le de´faut re´el e´tant FJ , on peut alors en se re´fe´rant aux e´quations (4.7) et
(3.5) de´duire ce qui suit :
M
1
2 xI(k) = (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )(M
1
2 x∗(k) +M
1
2 ΞJ f(k))
= (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x∗(k) + (Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k) (4.17)
Celle-ci peut nous permettre d’e´crire
‖M
1
2 xI(k)‖ ≥ ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ − ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x∗(k)‖ (4.18)
Puisque (Im−Ξ
o
IΞ
oT
I ) est une matrice idempotente, on peut donc montrer en se basant
sur l’e´quation (3.7) que :
‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x∗(k)‖ ≤ ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )‖ × ‖M
1
2 x∗(k)‖ ≤ Γ (4.19)
Ainsi, la substitution de (4.19) dans (4.18) en conside´rant la positivite´ de la norme
euclidienne me`ne a` l’ine´galite´ suivante :
‖M
1
2 xI(k)‖ ≥ ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ ≥ 0 (4.20)
Afin que le de´faut actuel FJ soit suffisamment isolable de celui assume´ FI , la condition
ne´cessaire donne´e par l’ine´galite´ (4.12) doit eˆtre satisfaite. Par conse´quent, l’ine´galite´
suivante doit eˆtre ve´rifie´e :
‖M
1
2 xI(k)‖
2 ≥ (‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ)
2 > Γ2I (4.21)
Ainsi, on de´duit que l’amplitude du de´faut re´el doit satisfaire la condition suivante :
‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ > Γ + ΓI (4.22)
Ne´anmoins, le concept de l’isolabilite´ d’un de´faut doit eˆtre e´tabli une fois que le de´faut
lui-meˆme est garanti de´tectable. En conside´rant l’idempotence de la matrice (Im−Ξ
o
IΞ
oT
I ),
on montre que :
‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ ≤ ‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ (4.23)
En se re´fe´rant a` l’ine´galite´ (4.22), on peut de´duire que :
‖M
1
2 ΞJ f(k)‖ > Γ + ΓI (4.24)
D’apre`s l’annexe E, nous montrons d’une manie`re ge´ne´rale que Γ ≥ ΓI . En s’appuyant
sur une telle relation ainsi que l’ine´galite´ (3.10), la condition exprime´e par (4.24) prouve
que le de´faut FJ n’est pas garanti de´tectable. Cela signifie que la condition ne´cessaire
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donne´e par (4.12) est insuffisante pour garantir l’isolabilite´ d’un de´faut. Pour cela, on doit
imposer l’hypothe`se suivante :
γI(k) > Γ
2 (4.25)
Celle-ci repre´sente la nouvelle condition ne´cessaire qui doit eˆtre conside´re´e plutoˆt que
celle de donne´e par l’ine´galite´ (4.12). Apre`s reformulation du proble`me en conside´rant une
telle condition, le de´faut re´el FJ est garanti isolable de celui assume´ FI par reconstruction
d’un indice quadratique γ quelconque si
‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 ΞJ f(k)‖ > 2Γ (4.26)
L’ine´galite´ pre´ce´dente repre´sente la condition suffisante de l’isolabilite´ d’un de´faut tout
en satisfaisant e´galement sa de´tectabilite´. Evidemment, elle repre´sente une expression
unifie´e ve´rifiant tout indice de de´tection ayant une forme quadratique (Mnassri et al.,
2012a).
En s’appuyant sur cette ge´ne´ralisation, nous pouvons aise´ment de´velopper dans la
suite le concept d’isolation et isolabilite´ de de´fauts relatif a` chacun des indices de de´tection
pre´sente´s dans le tableau 3.1.
Isolabilite´ par reconstruction de l’indice SPE En pre´sence d’un de´faut FJ de´tec-
table par l’indice SPE, i.e. SPE(k) > δ2, tout ensemble de variables I ∈ I est conside´re´
en de´faut par reconstruction d’un tel indice si :
SPEI(k) = ‖(Im − Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )C˜x(k)‖
2 ≤ δ2I = gSPEIχ
2
(hSPE
I
,α) (4.27)
ou` les parame`tres gSPEI et hSPEI sont de´termine´s en utilisant respectivement les e´quations
(4.14) et (4.15) et en remplac¸ant les matrices M
1
2 et ΞoI respectivement par C˜ et Ξ˜
o
I .
Notamment, cette dernie`re est calcule´e en se basant sur l’e´quation (4.6), i.e.
C˜ΞI = Ξ˜
o
ID˜IV˜
T
I (4.28)
Le de´veloppement des expressions correspondantes aux parame`tres gSPEI et hSPEI ,
nous a permis de de´duire que :
gSPEI =
tr[Λ˜2]− 2 tr[P˜Λ˜2P˜Ξ˜oIΞ˜
oT
I ] + tr[(P˜Λ˜P˜Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )
2]
tr[Λ˜]− tr[P˜Λ˜P˜Ξ˜oIΞ˜
oT
I ]
(4.29)
et
hSPEI =
(tr[Λ˜]− tr[P˜Λ˜P˜Ξ˜oIΞ˜
oT
I ])
2
tr[Λ˜2]− 2 tr[P˜Λ˜2P˜Ξ˜oIΞ˜
oT
I ] + tr[(P˜Λ˜P˜Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )
2]
(4.30)
Par de´duction de l’ine´galite´ (4.26), le de´faut re´el FJ est garanti isolable de celui
suppose´ FI par l’indice SPE si :
‖(Im − Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )C˜ΞJ f(k)‖ > 2δ (4.31)
Nous rappelons qu’une telle condition d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction de
l’indice SPE est l’unique propose´e dans la litte´rature par Dunia et Qin (1998b,c,a) et
Qin (2003). Dans ce cadre et graˆce a` l’e´quation (4.26), nous avons pu e´tendre une telle
e´tude au reste des indices (Mnassri et al., 2012a,b).
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Isolabilite´ par reconstruction de l’indice SWE Lorsque l’indice SWE de´tecte la
pre´sence du de´faut FJ qui est suppose´ inconnu, i.e. SWE(k) > ǫ
2, des reconstructions
successives d’un tel indice peuvent conduire a` l’isolation du de´faut. En revanche, il consi-
de`re tout ensemble de variables I ∈ I en de´faut si :
SWEI(k) = ‖(Im −
˜˜ΞoI
˜˜ΞoTI )P˜Λ˜
− 1
2 P˜
T
x(k)‖2 ≤ ǫ2I = gSWEIχ
2
(hSWE
I
,α) (4.32)
Les coefficients gSWEI et hSWEI peuvent eˆtre calcule´s en se re´fe´rant respectivement
aux e´quations (4.14) et (4.15) et en substituant les matricesM
1
2 et ΞoI respectivement par
P˜Λ˜−
1
2 P˜
T
et ˜˜ΞoI . En se basant sur l’e´quation (4.6), la matrice
˜˜ΞoI est de´termine´e comme
suit :
P˜Λ˜−
1
2 P˜
T
ΞI =
˜˜ΞoI
˜˜
DI
˜˜
VTI (4.33)
Ainsi, on peut montrer que :
gSWEI = 1 (4.34)
et
hSWEI = m− ℓ− r (4.35)
ou` r repre´sente le nombre des variables constituant l’ensemble I.
D’apre`s l’ine´galite´ (4.26), l’indice SWE garantit l’isolation du de´faut re´el FJ de celui
suppose´ FI si :
‖(Im −
˜˜ΞoI
˜˜ΞoTI )P˜Λ˜
− 1
2 P˜
T
ΞJ f(k)‖ > 2ǫ (4.36)
Isolabilite´ par reconstruction de l’indice T2 de Hotelling Un de´faut re´el FJ
ayant une amplitude qui satisfait la condition donne´e par l’ine´galite´ (3.16) est ne´cessai-
rement de´tecte´ par l’indice T2 de Hotelling. Si a` la ke`me observation on a T2(k) > τ 2,
alors tout ensemble de variables I ∈ I est conside´re´ responsable d’une telle situation si :
T2I(k) = ‖(Im − Ξˇ
o
IΞˇ
oT
I )PˆΛˆ
− 1
2 Pˆ
T
x(k)‖2 ≤ τ 2I = gT2Iχ
2
(hT2
I
,α) (4.37)
De la meˆme manie`re qu’aux autres indices, les coefficients gT2I et hT2I sont calcule´s en
se basant sur les e´quations (4.14) et (4.15) respectivement et en remplac¸ant les matrices
M
1
2 et ΞoI respectivement par PˆΛˆ
− 1
2 Pˆ
T
et ΞˇoI . Cette dernie`re est de´termine´e a` partir de
l’e´quation (4.6) comme suit :
PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
ΞI = Ξˇ
o
IDˇIVˇ
T
I (4.38)
Une simplification dans les expressions des deux coefficients permet de montrer que :
gT2I = 1 (4.39)
et
hT2I = ℓ− r (4.40)
Par de´finition, l’e´quation pre´ce´dente repre´sente le nombre de degre´s de liberte´ relatifs
a` l’indice T2 ou` r variables ont e´te´ reconstruites. Un tel nombre doit eˆtre positif ou nul,
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ce qui implique que le nombre maximal des variables qui peuvent eˆtre reconstruites simul-
tane´ment en utilisant la statistique T2 de Hotelling doit respecter l’ine´galite´ suivante :
r ≤ ℓ (4.41)
D’autre part, ℓ repre´sente le nombre optimal des CPs constituant le mode`le ACP. Un
tel nombre est ge´ne´ralement tre`s infe´rieur au nombre des variables du processus. Cela
peut limiter l’utilisation d’un tel indice dans la proce´dure d’isolation de de´fauts plus
particulie`rement lorsque le nombre de variables qui sont simultane´ment en de´faut est plus
grand que ℓ.
Selon l’ine´galite´ (4.26), l’indice T2 de Hotelling peut garantir l’isolation du de´faut re´el
FJ de celui suppose´ FI si :
‖(Im − Ξˇ
o
IΞˇ
oT
I )PˆΛˆ
− 1
2 Pˆ
T
ΞJ f(k)‖ > 2τ (4.42)
Isolabilite´ par reconstruction de l’indice de Mahalanobis En se basant sur l’in-
e´galite´ (3.39), tout de´faut re´el FJ ayant une amplitude qui peut satisfaire une telle ine´ga-
lite´ est garanti de´tectable par l’indice D de Mahalanobis. Le moment ou` cette distance
de´tecte l’existence d’un de´faut, i.e. D(k) > ̺2, alors tout ensemble de variables I ∈ I est
conside´re´ en de´faut lorsque :
DI(k) = ‖(Im − Ξ˘
o
IΞ˘
oT
I )Σ
− 1
2x(k)‖2 ≤ ̺2I = gDIχ
2
(hD
I
,α) (4.43)
En s’appuyant sur l’e´quation (4.6), la matrice Ξ˘oI est calcule´e comme suit :
Σ−
1
2ΞI = Ξ˘
o
ID˘IV˘
T
I (4.44)
Les parame`tres gDI et hDI sont de´termine´s en utilisant respectivement les e´quations
(4.14) et (4.15) et en remplac¸ant les matrices M
1
2 et ΞoI respectivement par Σ
− 1
2 et Ξ˘oI .
Cela nous a permis de de´duire que :
gDI = 1 (4.45)
et
hDI = m− r (4.46)
Selon l’e´quation pre´ce´dente, nous remarquons que le seul indice de de´tection permet-
tant une reconstruction simultane´e d’un maximum de nombre des variables (r ≤ m) est
celui de Mahalanobis. Etant donne´ que le de´faut re´el est FJ , celui-ci est garanti isolable
de celui assume´ FI au travers un tel indice si :
‖(Im − Ξ˘
o
IΞ˘
oT
I )Σ
− 1
2ΞJ f(k)‖ > 2̺ (4.47)
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Isolabilite´ par reconstruction de l’indice combine´ Outre que la reconstruction de
la distance de Mahalanobis, la reconstruction de l’indice combine´ peut est eˆtre e´galement
utilise´e pour l’isolation des de´fauts en se basant sur l’ensemble de l’espace. Lorsque le
processus est de´tecte´ en fonctionnement anormal a` la ke`me observation par la distance
combine´e, i.e. ϕ(k) > β2, alors tout ensemble de variables I ∈ I ve´rifiant l’ine´galite´
suivante est identifie´ en de´faut :
ϕI(k) = ‖(Im − Ξ¯
o
IΞ¯
oT
I )(δ
−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)x(k)‖2 ≤ β2I = gϕIχ
2
(hϕ
I
,α) (4.48)
Evidemment, la matrice orthonorme´e Ξ¯oI ∈ R
m×r est obtenue en ve´rifiant selon (4.6)
l’e´quation suivante :
(δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)ΞI = Ξ¯
o
ID¯IV¯
T
I (4.49)
En substituant dans les e´quations (4.14) et (4.15) les matrices M
1
2 et ΞoI respective-
ment par (δ−1C˜ + τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
) et Ξ¯oI , on peut de´terminer les expressions associe´es aux
parame`tres gϕI et hϕI comme suit :
gϕI =
tr[(Σ(δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )(δ
−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
))2]
tr[Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
)(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )]
(4.50)
et
hϕI =
(tr[Σ(δ−2C˜+ τ−2PˆΛˆ−1Pˆ
T
)(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )])
2
tr[(Σ(δ−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )(δ
−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
))2]
(4.51)
D’apre`s la condition ge´ne´ralise´e d’isolabilite´ exprime´e dans l’ine´galite´ (4.26), un de´faut
re´el FJ est garanti isolable de celui suppose´ FI par reconstruction de l’indice combine´
lorsque :
‖(Im − Ξ¯
o
IΞ¯
oT
I )(δ
−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)ΞJ f(k)‖ > 2β (4.52)
4.2.2 Analyse d’isolabilite´ par reconstruction de l’indice com-
bine´ versus celles de SPE et T2 de Hotelling
L’avantage majeur le plus commune´ment connu par l’utilisation de l’indice combine´
se re´sume dans la surveillance de processus a` travers un seul indicateur en conside´rant le
sous-espace principal ainsi que celui re´siduel. Ne´anmoins, nous ignorons encore d’autres
avantages que peut pre´senter une telle distance. Evidemment, cette dernie`re combine l’in-
dice SPE et celui du T2 de Hotelling. L’inte´reˆt d’une telle combinaison est ne´gligemment
justifie´ the´oriquement. Dans ce cadre, Mnassri et al. (2011b, 2012a) ont montre´ a` travers
une analyse the´orique que la reconstruction de l’indice combine´ peut be´ne´ficier d’un atout
plus avantageux dans la de´tection et l’isolation de de´fauts que les statistiques SPE et T2.
Plus pre´cise´ment, les travaux de Mnassri et al. (2011b) repre´sentent une analyse de de´-
tectabilite´ de de´fauts par l’indice combine´ versus celles des indices que combine. Puisque
l’isolabilite´ de de´fauts repre´sente un concept plus ge´ne´ralise´ que celui de la de´tectabilite´,
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nous limitons dans cette the`se a` une analyse d’isolabilite´ par reconstruction de l’indice
combine´ versus celles de SPE et T2 de Hotelling.
A partir des ine´galite´s (4.31), (4.42) et (4.52), on peut poser les vecteurs u˜(k), uˇ(k) et
u¯(k) dont les normes conditionnent a` la ke`me observation l’isolabilite´ du de´faut re´el FJ
de celui suppose´ FI par reconstruction des indices SPE, T2 et ϕ respectivement :
u˜(k) = (Im − Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )C˜ΞJ f(k)
= (Im − Ξ˜
o
IΞ˜
oT
I )Ξ˜J f(k) (4.53)
uˇ(k) = (Im − Ξˇ
o
IΞˇ
oT
I )PˆΛˆ
− 1
2 Pˆ
T
ΞJ f(k)
= (Im − Ξˇ
o
IΞˇ
oT
I )ΞˇJ f(k) (4.54)
u¯(k) = (Im − Ξ¯
o
IΞ¯
oT
I )(δ
−1C˜+ τ−1PˆΛˆ−
1
2 Pˆ
T
)ΞJ f(k)
= (Im − Ξ¯
o
IΞ¯
oT
I )Ξ¯J f(k) (4.55)
Dans ce cadre, Mnassri et al. (2012a) ont montre´ que :
u¯(k) = δ−1u˜(k) + τ−1uˇ(k) + u(k) (4.56)
avec
u(k) = (δ−1Ξ˜oIΞ˜
oT
I Ξ˜J + τ
−1ΞˇoIΞˇ
oT
I ΞˇJ − Ξ¯
o
IΞ¯
oT
I Ξ¯J )f(k) (4.57)
En montrant e´galement qu’a` tout instant k, les vecteurs u˜, uˇ et u sont orthogonaux
deux a` deux :
u˜(k)⊥uˇ(k), u˜(k)⊥u(k) et uˇ(k)⊥u(k) (4.58)
D’apre`s (4.58), (4.56) et (4.52), la garantie d’isolabilite´ du de´faut re´el FJ de celui
assume´ FI par reconstruction de la distance combine´e peut eˆtre re´e´crite de la manie`re
suivante :
‖u¯(k)‖2 = (δ−1‖u˜(k)‖)2 + (τ−1‖uˇ(k)‖)2 + ‖u(k)‖2 > (2β)2 (4.59)
Puisque la norme euclidienne est positive ou nulle, le domaine de de´finition de l’ine´ga-
lite´ pre´ce´dente repre´sente la zone externe d’un quart de sphe`re de rayon 2β et caracte´rise´e
par ses trois variables principales telles que δ−1‖u˜(k)‖, τ−1‖uˇ(k)‖ et ‖u(k)‖ (voir figure
4.1). Ainsi, le vecteur u¯(k) peut eˆtre exprime´ dans une base orthonorme´e B d’un espace
vectoriel euclidien E3 de dimension 3 comme suit :
u¯(k) =

δ−1‖u˜(k)‖τ−1‖uˇ(k)‖
‖u(k)‖

 (4.60)
Autrement dit, tout de´faut re´el FJ est garanti isolable de celui suppose´ FI par recons-
truction de l’indice combine´ si le point correspondant ayant comme coordonne´es celles du
vecteur (4.60) est situe´ en dehors du quart de la sphe`re (figure 4.1). En particulier, un
tel de´faut n’est garanti isolable ni par l’indice SPE ni par la distance T2 de Hotelling
si δ−1‖u˜(k)‖ ≤ 2 et τ−1‖uˇ(k)‖ ≤ 2 respectivement. Lorsqu’un tel point est situe´ dans la
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Figure 4.1 – Sous-espace d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction de l’indice combine´
en fonction de ceux des indices SPE et T2 de Hotelling
zone bleue en dessus du quart de la sphe`re de la figure 4.1, cela implique que le de´faut
conside´re´ est isolable uniquement par reconstruction de l’indice combine´. Par conse´quent,
on peut de´duire qu’il peut exister des de´fauts qui ne sont isolables ni par l’indice SPE ni
par celui de T2 de Hotelling mais ils sont isolables par la distance combine´e. Si β ≤ 1 et
le de´faut est garanti isolable par reconstruction de l’indice SPE et/ou T2, alors le meˆme
de´faut est e´galement garanti isolable par reconstruction de l’indice combine´.
Bien qu’un tel indice combine les statistiques SPE et T2 de Hotelling, on constate
the´oriquement que son avantage en terme d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction ne
de´pend pas de ceux des indices que combine. En outre, la distance combine´e peut encore
eˆtre privile´gie´e dans ce cadre lorsque sa limite de controˆle β est faible.
4.3 Diagnostic de de´fauts simples par les contribu-
tions
Les approches les plus classiques et largement utilise´es dans le cadre de l’ACP pour
un diagnostic de de´fauts se fondent sur le calcul des contributions (MacGregor et Kourti,
1995; Westerhuis et al., 2000a; Kourti, 2005; Conlin et al., 2000). Le principe de ces
me´thodes consiste a` calculer les contributions des diffe´rentes variables aux indicateurs
utilise´s pour la de´tection de de´fauts. Ainsi, la variable ayant la plus grande contribution
est probablement en de´faut. Bien entendu, les contributions sont de´die´es au diagnostic de
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Me´thode Indice
SPE T2 ϕ γ
CDC Miller et al. (1998) Wise et al. (2006) Alcala et Qin (2011)
PDC Mnassri et al. (2008b,
2009b)
Nomikos et MacGregor
(1995)
Alcala et Qin (2011)
DC Alcala et Qin (2011) Qin et al. (2001) Cherry et Qin (2006) Alcala et Qin (2011)
RBC Alcala et Qin (2009)
ABC Raich et C¸inar (1996) et Yoon et MacGregor
(2001)
Alcala et Qin (2011)
Table 4.1 – Diffe´rentes me´thodes de contributions
de´fauts uniquement de type simple.
De`s leurs apparitions, les contributions n’ont pas cesse´ d’avoir une diversite´ dans leurs
expressions bien qu’elles n’aient eu ni de´finitions ni types uniques qui font l’unanimite´.
Dans ce contexte, Alcala et Qin (2011) ont publie´ re´cemment un travail tre`s inte´ressant
dans lequel ils ont distingue´ cinq principales familles de contributions. Les inte´reˆts majeurs
d’un tel travail repre´sentent le regroupement des contributions ainsi que l’appellation
des diffe´rents groupes ou familles distingue´s, la reformulation des expressions de telles
contributions sous une notation vectorielle simple ainsi que leur ge´ne´ralisation a` tout
indice de de´tection ayant une forme quadratique.
Les diffe´rents groupes des contributions qui ont e´te´ distingue´s comprennent les contri-
butions par de´composition comple`te (complete decomposition contributions : CDC), les
contributions par de´composition partielle (partial decomposition contributions : PDC), les
contributions diagonales (diagonal contributions : DC), les contributions par reconstruc-
tion (reconstruction-based contributions : RBC) et les contributions par angle (angle-based
contributions : ABC).
Dans le but de ge´ne´raliser les contributions a` tout indice de de´tection ayant une forme
quadratique, Alcala et Qin (2011) se sont positionne´s tout d’abord par rapport a` ce qui
existe dans la litte´rature en mentionnant dans un tableau les auteurs ainsi que les indices
de de´tection sur lesquels se sont base´es les diffe´rentes contributions existantes dans chaque
famille. Dans ce cadre, nous voudrions rectifier et comple´ter les informations contenues
dans un tel tableau en pre´cisant que la contribution par de´composition partielle de l’indice
SPE et qui fait partie des contributions de type PDC a e´te´ initialement propose´e et
applique´e a` de diffe´rents exemples par Mnassri et al. (2008b,a). Puis, cette contribution
a e´te´ reformule´e sous une autre forme par Mnassri et al. (2009b,a). Sous cette optique,
nous proposons a` travers le tableau 4.1 un re´capitulatif sur les diffe´rentes contributions
existantes dans la litte´rature, leurs auteurs ainsi que les indices de de´tection sur lesquels
ont e´te´ base´es.
Avant d’entamer les descriptions the´oriques de ces approches, nous pre´cisons qu’elles
ont e´te´ propose´es pour un diagnostic de de´fauts simples. Autrement dit, on doit supposer
qu’il ne peut y exister qu’une seule variable en de´faut au ke`me instant. Notons par Fj un
de´faut re´el affectant la je`me variable a` un tel instant, ce qui permet d’e´crire :
x(k) = x∗(k) + ξjf(k) (4.61)
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ou` ξj repre´sente la je`me colonne de la matrice identite´ indiquant la direction du de´faut.
f(k) est un scalaire qui vaut l’amplitude du de´faut a` la ke`me observation.
De la meˆme manie`re que pour l’approche de reconstruction, un tel de´faut est re´elle-
ment inconnu. Afin de le localiser en utilisant les approches des contributions, on calcule
la contribution de la ie`me variable tout en conside´rant que celle ayant la plus grande
contribution est probablement en de´faut.
4.3.1 Contributions par de´composition comple`te : CDC
Un indice de de´tection donne´ peut eˆtre interpre´te´ comme une sommation des contribu-
tions de toutes les variables suite a` une de´composition comple`te. Ce type des contributions
est largement utilise´ dans l’industrie. Elles ont e´te´ initialement propose´es par Miller et al.
(1998) en de´composant l’indice SPE ensuite par Wise et al. (2006) en de´composant la
distance T2 de Hotelling. Re´cemment, Alcala et Qin (2011) ont ge´ne´ralise´ ce type de de´-
composition a` tout indice de de´tection ayant une forme quadratique en montrant d’apre`s
(3.1) qu’un tel indice peut s’e´crire comme suit :
γ(k) = ‖M
1
2 x(k)‖2 =
m∑
i=1
(
ξTi M
1
2 x(k)
)2
=
m∑
i=1
CDCγi (k) (4.62)
ou` ξi repre´sente la ie`me colonne de la matrice identite´. Ainsi, la contribution de type
CDC de la ie`me variable a` l’indice γ au ke`me instant est la suivante :
CDCγi (k) =
(
ξTi M
1
2 x(k)
)2
= xT (k)M
1
2 ξiξ
T
i M
1
2 x(k) (4.63)
4.3.2 Contributions par de´composition partielle : PDC
La contribution par de´composition partielle de´compose partiellement un indice de
de´tection. Cette notion de de´composition a e´te´ initialement propose´e par Nomikos et
MacGregor (1995) pour l’indice T2 de Hotelling.
4.3.2.1 PDC a` l’indice T2 de Hotelling
En effet, la distance T2 peut se de´composer de la fac¸on suivante :
T2(k) = xT (k)PˆΛˆ−1Pˆ
T
x(k) =
m∑
i=1
(
ℓ∑
a=1
ta(k)
λa
paixi(k)
)
(4.64)
ou` ℓ est le nombre des CPs constituant le sous-espace principal. ta(k) repre´sente la ke`me
mesure de la ae`me CP. λa est la ae`me valeur propre. pai de´signe le ie`me e´le´ment du ae`me
vecteur propre. xi(k) repre´sente la ke`me mesure de la ie`me variable.
Posons c
(ta/λ
1/2
a )
2
i comme e´tant la contribution de la ie`me variable dans le calcul du
carre´ de la ae`me CP normalise´e :
c
(ta/λ
1/2
a )
2
i (k) =
ta(k)
λa
paixi(k) (4.65)
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On peut de´duire que :
PDCT2i (k) =
ℓ∑
a=1
c
(ta/λ
1/2
a )
2
i (k) =
ℓ∑
a=1
ta(k)
λa
paixi(k) (4.66)
Puisque une telle contribution peut avoir des valeurs ne´gatives, Nomikos et MacGregor
(1995) ont propose´ d’annuler toutes les valeurs ne´gatives donne´es par (4.65) car leurs signes
sont oppose´s aux signes des carre´s des CPs normalise´es.
Dans ce cadre, nous avons constate´ qu’il est possible de proposer selon deux fac¸ons
diffe´rentes une contribution de type PDC a` l’indice SPE. Nous notons que leurs expres-
sions sans la ne´gligence des valeurs ne´gatives aboutissent a` des re´sultats identiques. En
revanche, la diffe´rence se manifeste dans la manie`re d’e´viter telles valeurs. En se basant
sur le fait que la statistique SPE peut eˆtre exprime´e en fonction des re´sidus, la premie`re
forme de contribution est calcule´e relativement a` ces re´sidus (Mnassri et al., 2008b,a).
E´galement, on peut exprimer la meˆme statistique en fonction des CPs re´siduelles. Par
conse´quent, la deuxie`me forme de cette contribution est de´termine´e en s’appuyant sur ces
CPs (Mnassri et al., 2009b,a).
4.3.2.2 PDC a` l’indice SPE base´e sur les re´sidus
En partant du principe que :
SPE(k) = ‖C˜x(k)‖2 =
m∑
i=1
x˜2i (k) =
m∑
i=1
(xi(k)− xˆi(k))
2 (4.67)
on remarque qu’une variable donne´e contribue dans le calcul de son propre re´sidu ainsi
qu’aux re´sidus des autres (m− 1) variables. Ainsi, on peut montrer que la ie`me variable
contribue dans le carre´ de son propre re´sidu par :
C
x˜2i
i (k) = xi(k)x˜i(k)(1− cˆii) = xi(k)x˜i(k)c˜ii (4.68)
D’autre part, la meˆme variable contribue dans le calcul du carre´ du re´sidu d’une autre
variable n 6= i par :
c
x˜2n
i (k) = −xi(k)x˜n(k)cˆni = xi(k)x˜n(k)c˜ni (4.69)
D’apre`s l’expression pre´ce´dente, nous remarquons que :
C
x˜2i
i (k) = c
x˜2n=i
i (k) (4.70)
Par conse´quent, la ie`me variable contribue par de´composition partielle de l’indice SPE
en se basant sur les re´sidus par la quantite´ suivante :
PDCSPEi (k) = C
x˜2i
i (k) +
m∑
n=1
n 6=i
c
x˜2n
i (k) =
m∑
n=1
c
x˜2n
i (k) =
m∑
n=1
xi(k)x˜n(k)c˜ni (4.71)
ou` c˜ni repre´sente le ne`me e´le´ment de la ie`me colonne de la matrice C˜. x˜n(k) est la ne`me
mesure du vecteur re´siduel x˜(k).
Notamment, une telle contribution peut avoir des valeurs ne´gatives. Pour cela, Mnassri
et al. (2008b,a) ont de´cide´ d’annuler toute valeur ne´gative donne´e par c
x˜2n
i (k) (4.69) afin
qu’elle ne soit pas oppose´e au signe du carre´ du re´sidu correspondant.
110
4.3. Diagnostic de de´fauts simples par les contributions
4.3.2.3 PDC a` l’indice SPE base´e sur les CPs re´siduelles
En utilisant le meˆme principe que celui utilise´ par Nomikos et MacGregor (1995) pour
le calcul d’une contribution a` l’indice T2 de Hotelling, on note que la statistique SPE peut
eˆtre exprime´e en fonction des CPs re´siduelles. Ainsi, elle peut eˆtre de´compose´e comme
suit :
SPE(k) = ‖t˜(k)‖2 =
m∑
i=1
(
m∑
a=ℓ+1
ta(k)paixi(k)
)
(4.72)
Dans ce cadre, Mnassri et al. (2009b,a) ont montre´ que la contribution de la ie`me
variable dans le calcul du carre´ de la ae`me CP re´siduelle est donne´e par :
c
t2a
i (k) = ta(k)paixi(k) (4.73)
Par conse´quent, la contribution de la ie`me variable par de´composition partielle de
l’indice SPE en se basant sur les CPs re´siduelles est exprime´e comme suit :
PDCSPEi (k) =
m∑
a=ℓ+1
c
t2a
i (k) =
m∑
a=ℓ+1
ta(k)paixi(k) (4.74)
Afin qu’une telle contribution soit positive ou nulle, Mnassri et al. (2009b,a) ont pro-
pose´ d’annuler toute valeur ne´gative donne´e par l’expression (4.73) car elle est oppose´e
au signe du carre´ de la CP correspondante.
4.3.2.4 PDC a` un indice quadratique
D’apre`s l’e´quation (4.66), Alcala et Qin (2011) ont montre´ que la contribution a` l’indice
T2 de Hotelling peut s’e´crire sous une forme vectorielle comme suit :
PDCT2i (k) = x
T (k)PˆΛˆ−1Pˆ
T
ξiξ
T
i x(k) (4.75)
On remarque qu’avec une telle e´criture on ne peut pas appliquer le principe d’annula-
tion des contributions ne´gatives par rapport a` une CP normalise´e.
Pour les deux formes de contributions propose´es par de´composition partielle de l’indice
SPE en s’appuyant sur les re´sidus (4.71) ou sur les CPs re´siduelles (4.74), nous avons
montre´ d’apre`s l’annexe F qu’elles sont identiques. Toutefois, la diffe´rence dans leurs
re´sultats apparaˆıtra quand on annule les contributions ne´gatives d’une variable donne´e
relativement a` un re´sidu ou a` une CP re´siduelle selon le principe de la technique utilise´e.
Sans conside´ration de ces annulations, nous avons montre´ que :
PDCSPEi (k) = x
T (k)C˜ξiξ
T
i x(k) (4.76)
D’apre`s les e´quations (4.75) et (4.76), on peut de´duire que tout indice de de´tection γ
ayant une forme quadratique peut se de´composer partiellement comme suit :
γ(k) =
m∑
i=1
xT (k)M ξiξ
T
i x(k) (4.77)
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Ainsi, Alcala et Qin (2011) ont eu l’ide´e de de´duire que la ie`me variable contribue par
de´composition partielle d’un indice quelconque ayant une forme quadratique par :
PDCγi (k) = x
T (k)M ξiξ
T
i x(k) (4.78)
On note que ce type des contributions peut donner des valeurs ne´gatives.
4.3.3 Contributions diagonales : DC
La contribution diagonale par bloc a e´te´ initialement propose´e par Qin et al. (2001)
en de´composant l’indice T2 de Hotelling afin d’assurer une surveillance de processus par
multi-blocs. Evidemment, les blocs sont inde´pendants les uns des autres. Dans ce cadre,
Cherry et Qin (2006) ont e´tendu cette ide´e en utilisant la distance combine´e.
Dans le cas particulier ou` chaque bloc est constitue´ d’une seule variable, l’indice T2
de Hotelling correspondant est conside´re´ comme une contribution diagonale qui peut eˆtre
de´finie de la manie`re suivante :
DCT2i (k) = x
T (k)ξiξ
T
i PˆΛˆ
−1Pˆ
T
ξiξ
T
i x(k) (4.79)
Une telle contribution a e´te´ utilise´e pour la surveillance d’un bloc donne´ qui est suppose´
inde´pendant des autres blocs. Par conse´quent, les contributions diagonales se re´duisent
a` une surveillance univarie´e. Dans le cas ou` un processus n’est pas de´composable en des
blocs, ces contributions ne sont pas recommande´es pour une de´tection de de´faut car elles
ignorent les corre´lations entre les variables. Cependant, elles peuvent eˆtre utilise´es comme
des techniques d’analyse des contributions pour un diagnostic de de´fauts.
D’apre`s Alcala et Qin (2011), la contribution diagonale de la ie`me variable a` un indice
γ ayant une forme quadratique peut se pre´senter comme suit :
DCγi (k) = x
T (k)ξiξ
T
i M ξiξ
T
i x(k) (4.80)
4.3.4 Contributions par reconstruction : RBC
Parmi les me´thodes de´die´es au diagnostic de de´fauts, Alcala et Qin (2009) ont re´cem-
ment propose´ une approche de contributions par reconstruction. Elle est base´e sur une
utilisation simultane´e du principe de la contribution et celui de la reconstruction. Une
telle me´thode est exceptionnellement propose´e pour diagnostiquer les de´fauts simples.
Le principe de la contribution par reconstruction conside`re la quantite´ reconstruite
d’un indice de de´tection le long d’une direction d’une variable donne´e comme e´tant la
contribution d’une telle variable. Dans le cas particulier ou` le de´faut suppose´ FI est de
type simple ou unidimensionnel, i.e. I = i et ΞI = ξi, l’e´quation (4.8) correspond a` l’indice
insensible a` un tel de´faut se re´e´crit de la fac¸on suivante :
γi(k) = x
T (k)M
1
2 (Im − ξ
o
i ξ
oT
i )M
1
2 x(k)
= γ(k)− xT (k)M
1
2 ξoi ξ
oT
i M
1
2 x(k)
= γ(k)− ‖M
1
2 ξifˆi(k)‖
2 (4.81)
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ou` fi est une estimation optimale de l’amplitude du de´faut dans la direction de la ie`me
variable par reconstruction de l’indice γ. Le vecteur ξoi est de´termine´ en utilisant le principe
de l’e´quation (4.6).
Selon Alcala et Qin (2009), la contribution de la ie`me variable par reconstruction de
l’indice γ repre´sente le carre´ de la norme de l’amplitude estime´e du de´faut comme suit :
RBCγi (k) = ‖M
1
2 ξifˆi(k)‖
2
= xT (k)M ξi(ξ
T
i M ξi)
−1ξTi Mx(k)
=
xT (k)M ξiξ
T
i Mx(k)
ξTi M ξi
(4.82)
4.3.5 Contributions par angle : ABC
Dans le but d’extraire plus d’informations utiles sur les de´fauts, Raich et C¸inar (1996)
et Yoon et MacGregor (2001) ont sugge´re´ une contribution base´e sur le calcul d’un angle
permettant ainsi un diagnostic plus facile. La contribution de la ie`me variable est lie´e a`
l’angle entre le vecteur d’observation x(k) et le vecteur ξi qui repre´sente la direction d’une
telle variable apre`s qu’ils ont e´te´ projete´s dans le sous-espace engendre´ par les vecteurs
colonnes de la matrice M
1
2 de l’indice de de´tection. Cette contribution n’est autre que le
carre´ du cosinus d’un tel angle comme suit :
ABCγi (k) =


(
M
1
2 ξi
)T
M
1
2 x(k)
‖M
1
2 ξi‖ ‖M
1
2 x(k)‖


2
=
xT (k)M ξiξ
T
i Mx(k)
ξTi M ξix
T (k)Mx(k)
=
RBCγi (k)
γ(k)
(4.83)
On note que la contribution par reconstruction et celle par angle ne diffe`rent que par
une constante pre´s qui est l’indice γ. Ce dernier est inde´pendant de la ie`me variable.
Par conse´quent, les re´sultats d’un diagnostic de de´fauts base´ sur ces deux approches
sont identiques. Dans le reste du chapitre, seule la contribution par reconstruction sera
conside´re´e.
4.3.6 Analyse de diagnosticabilite´
Afin d’analyser la diagnosticabilite´ de de´fauts en utilisant les me´thodes des contribu-
tions, on peut conside´rer un type de de´fauts le plus simple et qui peut arriver souvent dans
un processus. Dans ce cas, l’utilisation de l’une de ces me´thodes des contributions pour
un diagnostic de de´fauts de ce type doit ne´cessairement pointer vers la variable re´ellement
en de´faut. Si la me´thode de´signe´e n’est pas en mesure d’accomplir cette taˆche, alors il n’y
a aucune garantie qu’elle peut diagnostiquer correctement des de´fauts complexes.
En effet, les de´fauts les plus simples repre´sentent souvent des biais. Puisque le de´faut
re´el affecte la je`me variable (4.61), on peut supposer que son amplitude est tre`s grande
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par rapport aux mesures obtenues lors du fonctionnement normal. Ainsi, le vecteur d’ob-
servation en de´faut se re´e´crit comme suit :
x(k) ≈ ξjf(k) (4.84)
4.3.6.1 Diagnosticabilite´ de de´fauts par l’approche CDC
La substitution de l’e´quation (4.84) dans celle de (4.63) me`ne aux re´sultats suivants :
CDCγi (k) =
{
(ξTi M
1
2 ξj)
2f 2(k) pour i 6= j
(ξTj M
1
2 ξj)
2f 2(k) pour i = j
(4.85)
Ainsi, le diagnostic d’un tel de´faut est garanti correct par l’utilisation de l’approche
CDC si :
(ξTj M
1
2 ξj)
2 ≥ (ξTi M
1
2 ξj)
2 (4.86)
Malheureusement, une telle ine´galite´ n’est pas toujours ve´rifie´e. Par conse´quent, la
me´thode CDC ne peut pas garantir un diagnostic correct de de´fauts.
4.3.6.2 Diagnosticabilite´ de de´fauts par l’approche PDC
En remplac¸ant l’e´quation (4.84) dans celle de (4.78), on peut montrer ce qui suit :
PDCγi (k) =
{
ξTj M ξiξ
T
i ξjf
2(k) = 0 pour i 6= j
ξTj M ξjf
2(k) ≥ 0 pour i = j
(4.87)
ou` ξTj M ξiξ
T
i ξjf
2(k) = 0 car ξTi ξj = 0 ∀ i 6= j.
D’apre`s les re´sultats de l’e´quation pre´ce´dente, on remarque que les variables qui ne
sont pas re´ellement en de´faut ne contribuent pas. Ainsi, seule la variable en de´faut qui
contribue. Puisque ξTj M ξj ≥ 0, nous constatons e´galement qu’une telle variable contribue
positivement. Par conse´quent, l’approche PDC garantit un diagnostic correct de de´fauts
simples de grandes amplitudes.
4.3.6.3 Diagnosticabilite´ de de´fauts par l’approche DC
En s’appuyant sur le meˆme principe utilise´ avec les autres approches, la substitution
de l’expression de l’e´quation (4.84) dans celle de (4.80) nous permet de montrer que :
DCγi (k) =
{
ξTj ξiξ
T
i M ξiξ
T
i ξjf
2(k) = 0 pour i 6= j
ξTj M ξjf
2(k) ≥ 0 pour i = j
(4.88)
D’apre`s cette e´quation, on constate que seule la variable re´ellement en de´faut qui
contribue. Cela implique qu’une telle approche garantit un diagnostic correct de de´fauts
simples de grandes amplitudes.
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4.3.6.4 Diagnosticabilite´ de de´fauts par l’approche RBC
La conside´ration de l’e´quation (4.82) en tenant en compte de l’expression donne´e par
l’e´quation (4.84) nous permet de de´duire que :
RBCγi (k) =


(ξTj M ξi)
2
ξTi M ξi
f 2(k) pour i 6= j
ξTj M ξjf
2(k) pour i = j
(4.89)
Evidemment, un diagnostic de de´fauts par l’approche RBC est garanti correct si
RBCγi=j(k) ≥ RBC
γ
i 6=j(k). Pour cela, on peut montrer que :
(ξTj M ξi)
2
ξTi M ξi
=
(
(M
1
2 ξj)
T (M
1
2 ξi)
‖M
1
2 ξi‖
)2
≤
(
‖M
1
2 ξj‖ ‖M
1
2 ξi‖
‖M
1
2 ξi‖
)2
= ξTj M ξj (4.90)
Cette ine´galite´ implique que les de´fauts simples d’importantes amplitudes sont garantis
correctement diagnosticables en utilisant la me´thode RBC.
Pour un tel type de de´fauts, et selon les e´quations (4.87), (4.88) et (4.89), les contri-
butions qui correspondent a` la variable re´ellement en de´faut sont identiques en utilisant
les approches PDC, RBC et DC. En outre, les variables qui ne sont pas en de´faut ne
contribuent pas en se basant plus particulie`rement sur les deux me´thodes PDC et DC.
Une telle proprie´te´ pre´sente un avantage car la variable en de´faut peut se distinguer plus
facilement des autres variables en utilisant ces deux approches plutoˆt que la RBC.
4.4 Nouvelles approches pour un diagnostic de de´-
fauts multiples
En analysant toutes les formes des contributions pre´sente´es dans ce chapitre, nous
constatons qu’elles ont e´te´ toutes exceptant celle de RBC de´termine´es par de´composi-
tion d’un indice de de´tection. Ainsi et pour chaque type de contribution, la somme des
contributions individuelles de toutes les variables doit reconstituer l’indice de´compose´.
Ne´anmoins, les de´fauts peuvent eˆtre de type multiple. Par conse´quent, l’utilisation de
ces approches des contributions pour un diagnostic de de´fauts multiples me`ne certaine-
ment a` des re´sultats errone´s. Ainsi, la solution envisageable est d’e´tendre ces contributions
aux cas multidimensionnels. Cependant, une de´composition multidimensionnelle d’un in-
dice de de´tection et qui doit e´galement reconstituer la valeur d’un tel indice n’est pas
faisable. Puisque l’approche RBC n’est pas fonde´e sur le principe de de´composition, nous
nous sommes rendus compte qu’il est possible de l’e´tendre pour un diagnostic de de´fauts
multiples.
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4.4.1 Contributions par reconstruction multidimensionnelle
Avant de commencer la pre´sentation de la nouvelle approche multidimensionnelle, il
semblerait utile de montrer the´oriquement l’invalidite´ d’un diagnostic base´ sur la RBC
classique lors de la pre´sence d’un de´faut multiple. Pour cela, nous conside´rons le cas le plus
simple de de´fauts multidimensionnels en supposant que leurs amplitudes sont largement
supe´rieures aux mesures collecte´es lors du fonctionnement normal. L’e´quation (2.59) peut
eˆtre approxime´e par :
x(k) ≈ ΞJ f(k) (4.91)
Sans perte de ge´ne´ralite´, nous supposons e´galement que seules deux variables sont
re´ellement en de´faut. Dans ce cadre, l’e´quation pre´ce´dente peut se re´e´crire comme suit :
x(k) ≈ ΞJ f(k) =
[
ξj
1
ξj
2
] [fj
1
(k)
fj
2
(k)
]
= ξj
1
fj
1
(k) + ξj
2
fj
2
(k) (4.92)
ou` les vecteurs ξj
1
et ξj
2
repre´sentent respectivement les j1e`me et j2e`me colonnes de la ma-
trice identite´. Les scalaires fj
1
(k) et fj
2
(k) correspondent aux amplitudes des composants
du de´faut re´el dans les directions de la j1e`me et la j2e`me variable respectivement.
La substitution de l’e´quation (4.92) dans celle de (4.82) nous permet de de´duire que :
RBCγi 6={j
1
,j
2
}(k) =
(ξTj
1
M ξi)
2
ξTi M ξi
f 2j
1
(k) + 2
ξTj
1
M ξiξ
T
j
2
M ξi
ξTi M ξi
fj
1
(k)fj
2
(k) +
(ξTj
2
M ξi)
2
ξTi M ξi
f 2j
2
(k)
(4.93)
RBCγi=j
1
(k) = ξTj
1
M ξj
1
f 2j
1
(k) + 2ξTj
1
M ξj
2
fj
1
(k)fj
2
(k) +
(ξTj
1
M ξj
2
)2
ξTj
1
M ξj
1
f 2j
2
(k) (4.94)
RBCγi=j
2
(k) = ξTj
2
M ξj
2
f 2j
2
(k) + 2ξTj
1
M ξj
2
fj
1
(k)fj
2
(k) +
(ξTj
1
M ξj
2
)2
ξTj
2
M ξj
2
f 2j
1
(k) (4.95)
Les e´quations (4.93), (4.94) et (4.95) repre´sentent les contributions par reconstructions
unidimensionnelles respectivement de la ie`me variable qui n’est pas en de´faut, de la j1e`me
et la j2e`me variable re´ellement toutes les deux en de´faut. Malgre´ que le de´faut est carac-
te´rise´ par une grande amplitude, l’analyse de la relation entre ces e´quations montre que
les contributions des variables en de´faut ne peuvent pas eˆtre garanties supe´rieures a` celles
des variables saines. Par conse´quent, la contribution par reconstruction unidimensionnelle
ne garantit pas un diagnostic correct de de´fauts multiples.
Puisque le de´faut re´el FJ est inconnu, on adopte le meˆme principe que dans la
deuxie`me section de ce chapitre en supposant un de´faut assume´ FI affectant un I e`me
ensemble de variables. D’apre`s l’e´quation (4.8), l’indice insensible a` un tel de´faut peut
eˆtre exprime´ comme suit :
γI(k) = x
T (k)Mx(k)− xT (k)M
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k)
= γ(k)− xT (k)M
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k) (4.96)
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Par de´duction, Mnassri et al. (2012b) ont propose´ que la contribution du I e`me en-
semble de variables par reconstruction multidimensionnelle de l’indice γ est la suivante :
RBCγI (k) = ‖M
1
2 ΞI fˆI(k)‖
2 = ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k)‖2
= xT (k)M
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k) (4.97)
Afin d’e´tablir une analyse de diagnosticabilite´ de de´fauts multiples de grandes ampli-
tudes en utilisant cette approche, la conside´ration du de´faut re´el exprime´ par l’e´quation
(4.91) nous a permis de montrer que :
RBCγI (k) =
{
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖
2 pour I 6= J
‖M
1
2 ΞJ f(k)‖
2 pour I = J
(4.98)
Puisque ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖ ≤ ‖M
1
2 ΞJ f(k)‖, alors :
RBCγJ (k) ≥ RBC
γ
I (k) (4.99)
Cette ine´galite´ implique que l’approche propose´e garantit un diagnostic correct de
de´fauts multiples ayant de grandes amplitudes.
4.4.2 RBC ratio
D’apre`s les analyses de diagnosticabilte´, les approches des contributions peuvent ga-
rantir un diagnostic correct que dans le cas de de´fauts de grandes amplitudes. En revanche,
les de´fauts sont en re´alite´ plus complexes. Autrement dit, ils peuvent avoir des faibles am-
plitudes comme ils peuvent eˆtre difficilement isolables les uns des autres (coline´arite´s entre
les variables). Pour cela, la comparaison d’un indicateur qui a pour objectif un diagnos-
tic de de´fauts par rapport a` un seuil de de´cision ou de controˆle semblerait une solution
avantageuse.
Dans ce cadre, Alcala et Qin (2009) ont propose´ une limite de controˆle pour la RBC
unidimensionnelle en se basant sur le fait qu’une telle approche dispose d’une forme qua-
dratique. Cependant, ils ont mentionne´ que ce seuil ne peut malheureusement pas eˆtre
utilise´ pour l’identification de la variable en de´faut a` cause de l’effet de propagation de
celui-ci dans le calcul des contributions des autres variables. Ils ont montre´ comment le
de´faut se propage dans les contributions sans pour autant montrer ses conse´quences pour
une utilisation de la limite de controˆle.
Pour cette raison, nous avons e´tabli the´oriquement dans l’annexe G une condition
sur l’amplitude du de´faut re´el FJ permettant de garantir le de´passement de la RBC
d’un I e`me ensemble de variables son correspondant seuil de controˆle. Une telle condition
prouve qu’a` partir d’une amplitude donne´e, il est possible d’identifier tous les ensembles
de variables comme e´tant en de´faut si on choisit un diagnostic par l’approche RBC com-
pare´e a` ses limites de controˆle. Par conse´quent, l’utilisation d’une telle approche afin
de diagnostiquer les de´fauts demeure valide uniquement par e´valuation de l’ampleur des
contributions des ensembles de variables.
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Afin de reme´dier aux proble`mes de diagnostic lie´s aux de´fauts complexes, nous avons
propose´ une nouvelle approche de diagnostic plus performante en s’appuyant sur la RBC
multidimensionnelle comme suit :
RBCrγI(k) =
γ(k)
RBCγI (k) + Γ
2
I
(4.100)
avec Γ2I repre´sente le seuil de controˆle (4.13) de l’indice insensible au de´faut suppose´ FI .
Nous avons appele´ cette me´thode par RBC ratio (Mnassri et al., 2012b) car elle dispose
de l’indice γ au nume´rateur comme un facteur commun pour les RBC ratio de tous les
ensembles de variables. Cependant, les termes de son de´nominateur dont principalement
la RBC de´pendent de l’ensemble de variables e´tudie´es.
La the´orie d’une diagnosticabilite´ de de´fauts en se basant sur cette me´thode se de´rou-
lera en deux e´tapes. Pour cet objectif, il est possible d’exprimer la RBCr en fonction des
indices γ et γI comme suit :
RBCrγI(k) =
γ(k)
γ(k)− γ(k) +RBCγI (k) + Γ
2
I
=
γ(k)
γ(k)− (γI(k)− Γ
2
I)
(4.101)
• 1er cas : I = J
A partir de l’ine´galite´ (4.11), nous pouvons montrer que :
γ(k)− (γI=J (k)− Γ
2
I=J ) ≥ γ(k) (4.102)
Puisque γ(k) ≥ 0, l’ine´galite´ suivante est vraie
γ(k)
γ(k)− (γI=J (k)− Γ
2
I=J )
≤
γ(k)
γ(k)
= 1 (4.103)
ainsi
RBCrγI=J (k) ≤ 1 (4.104)
• 2e`me cas : I 6= J
L’ine´galite´ (4.25) pre´sente la condition ne´cessaire afin que le de´faut re´el FJ soit
garanti isolable de celui assume´ FI . Par conse´quent, on peut montrer que :
0 ≤ Γ2 − Γ2I < γI(k)− Γ
2
I ≤ γ(k) (4.105)
Celle-ci nous permet de de´duire que :
0 ≤ γ(k)− (γI(k)− Γ
2
I) < γ(k)− (Γ
2 − Γ2I) ≤ γ(k) (4.106)
Puisque γ(k) ≥ 0, alors
γ(k)
γ(k)− (γI(k)− Γ
2
I)
>
γ(k)
γ(k)− (Γ2 − Γ2I)
≥
γ(k)
γ(k)
= 1 (4.107)
ce qui implique que
RBCrγI6=J > 1 (4.108)
118
4.5. Exemple de synthe`se
Il est clair que la limite de controˆle de l’approche propose´e est e´gale a` l’unite´. La
diagnosticabilite´ de de´fauts par une telle me´thode montre que les valeurs de la RBCr des
variables re´ellement en de´faut sont garanties infe´rieures a` un tel seuil. Autrement dit, le
de´faut re´el FJ est garanti identifiable. En outre, elle garantit de rejeter la possibilite´ qu’un
de´faut assume´ soit identifie´ comme un candidat si la condition ne´cessaire d’isolabilite´
de de´fauts de l’ine´galite´ (4.25) est satisfaite. Nous rappelons qu’une telle condition est
e´quivalente a` celle de´duite dans l’ine´galite´ (4.26). Par conse´quent, les de´fauts complexes
et qui sont de´tectables sont garantis identifiables par l’approche RBCr. Ainsi, ils sont
garantis isolables si leurs amplitudes ve´rifient l’ine´galite´ (4.26). Entre autre, tout ensemble
de variables I ∈ IˆRBCr est conside´re´ en de´faut par l’approche RBCr avec IˆRBCr ve´rifie
l’argument suivante :
IˆRBCr = arg
I∈I
{RBCrγI(k) ≤ 1} (4.109)
ou` I repre´sente l’ensemble de toutes les combinaisons des directions de reconstructions
possibles.
4.5 Exemple de synthe`se
Afin d’illustrer l’e´tude the´orique de ce chapitre, nous avons conside´re´ la simulation
d’un exemple de processus dont les variables sont de´crites par leurs e´quations suivantes :
x˚1(k) = 1 + u(k)
2 + sin(k
3
) avec u(k) ∼ N (0, (0.02)2)
x˚2(k) = 2 sin(
k
6
) cos(k
4
) exp(− k
N
)
x˚3(k) = log(˚x2(k)
2)
x˚4(k) = x˚1(k) + x˚2(k)
x˚5(k) = x˚1(k)− x˚2(k)
x˚6(k) = 2x˚1(k) + x˚2(k)
x˚7(k) = x˚1(k) + x˚3(k)
x˚8(k) ∼ N (0, 1)
(4.110)
On note que u et x˚8 repre´sentent deux variables ale´atoires normales centre´es et d’e´carts
types de 0, 02 et 1 respectivement. Un bruit blanc v constitue´ de 8 variables ale´atoires
inde´pendantes et identiquement distribue´es de moyennes nulles et d’e´carts types iden-
tiques de 0, 7 a e´te´ superpose´ aux variables de l’e´quation (4.110). Ainsi, le ke`me vecteur
d’observation a` 8 composantes est ge´ne´re´ de la fac¸on suivante :
x(k) = x˚(k) + v(k) (4.111)
ou`
x˚(k) =
[
x˚1(k), . . . , x˚8(k)
]T
(4.112)
et
v(k) ∼ N (08, (0.7)
2I8) (4.113)
I8 repre´sente une matrice identite´ d’ordre 8.
Une matrice de donne´es X a e´te´ constitue´e de N = 3000 observations dont les 1500
premie`res qui repre´sentent un fonctionnement normal du processus ont e´te´ re´serve´es pour
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Figure 4.2 – Se´lection du nombre optimal des CPs
la construction d’un mode`le ACP. Notamment, les donne´es d’une telle matrice sont cen-
tre´es et re´duites en utilisant les moyennes et les e´carts types des donne´es re´serve´es au
mode`le. Selon la figure 4.2, un tel mode`le doit eˆtre constitue´ de 4 CPs. Le minimum du
crite`re VNR correspond a` 3 CPs, ce qui implique l’existence de 3 importantes sources de
corre´lation. Ainsi, le crite`re VNRVI indique l’existence d’une variable inde´pendante. En
effet, son minimum a e´te´ atteint pour κop = 4 CPs dans les donne´es transforme´es de Y,
ce qui signifie selon le principe d’un tel crite`re que le nombre optimal des CPs dans les
donne´es de X est q = 8− κop = 4 CPs.
Dans le but d’illustrer un diagnostic de de´fauts en utilisant les diffe´rentes me´thodes
de´crites dans ce chapitre, trois de´fauts sont introduits aux donne´es de la matrice X. Le
premier note´ F{3} repre´sente un de´faut simple ayant une forme d’une de´rive affectant la
troisie`me variable (x3) entre les instants 1550 et 1800 :
F{3} = ξ3fx
3
(k) (4.114)
Le vecteur ξ3 repre´sente la troisie`me colonne de la matrice identite´. Ainsi, le scalaire
fx
3
(k) de´signe l’amplitude d’un tel de´faut a` la ke`me observation :
fx
3
(k) = 0.1(k − 1550) pour 1550 ≤ k ≤ 1800 (4.115)
Le deuxie`me et le troisie`me de´faut note´s respectivement F{1,7} et F{6,8} sont de type
multiple ayant e´galement des formes de de´rives. F{1,7} a e´te´ ajoute´ entre les observations
2000 a` 2400 simultane´ment pour la premie`re et la septie`me variable :
F{1,7} = Ξ{1,7}f(k) =
[
ξ1 ξ7
] [fx
1
(k)
fx
7
(k)
]
(4.116)
ou` Ξ{1,7} est une matrice orthonorme´e compose´e de la premie`re (ξ1) et la septie`me (ξ7)
colonne de la matrice identite´. f(k) est un vecteur constitue´ de fx
1
(k) et fx
7
(k) qui repre´-
sentent les amplitudes au ke`me instant des composants du de´faut dans les directions des
variables correspondantes, avec :{
fx
1
(k) = 0.3(k − 2000) pour 2000 ≤ k ≤ 2400
fx
7
(k) = 0.02(2k − 2000) pour 2000 ≤ k ≤ 2400
(4.117)
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Figure 4.3 – De´tection des de´fauts avec les diffe´rents indices
Le troisie`me de´faut F{6,8} est introduit simultane´ment dans la sixie`me et la huitie`me
variable entre les instants 2600 et 2900 :
F{6,8} = Ξ{6,8}f(k) =
[
ξ6 ξ8
] [fx
6
(k)
fx
8
(k)
]
(4.118)
Les amplitudes des composants d’un tel de´faut dans les directions des variables cor-
respondantes sont identiques :
fx
6
(k) = fx
8
(k) = k − 2600 pour 2600 ≤ k ≤ 2900 (4.119)
Pour une interpre´tation plus facile des re´sultats, nous sugge´rons que tout indicateur
ayant pour objectifs la de´tection ou l’isolation d’un de´faut suite a` une comparaison par
rapport a` un seuil soit ponde´re´ par la valeur d’un tel seuil afin que la comparaison s’effectue
par rapport a` l’unite´. Pour les me´thodes des contributions, l’affichage de leurs courbes
pour toutes les variables est tre`s encombrant rendant ainsi la distinction d’une courbe
parmi d’autres tre`s difficile voire impossible dans la meˆme figure. Puisque nous avons
une connaissance a priori sur les de´fauts, nous proposons d’afficher dans les figures les
diffe´rences entre la contribution de la variable re´ellement en de´faut et celles des autres
variables :
Contγj (k)− Cont
γ
i (k) (4.120)
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ou` Contγj repre´sente une contribution donne´e. Dans le cas des de´fauts simples, j repre´sente
le nume´ro de la variable re´ellement en de´faut. En revanche et pour le cas des de´fauts mul-
tiples, l’index j devient J afin d’exprimer l’ensemble des variables re´ellement en de´faut.
Si l’e´quation (4.120) aboutit a` des valeurs ne´gatives, cela implique que la contribution de
la (l’ensemble des) variable(s) re´ellement en de´faut n’est pas la plus grande.
A partir de la figure 4.3, on constate que les de´fauts F{1,7} et F{6,8} ont e´te´ remar-
quablement de´tecte´s de`s leurs apparitions par tous les indices de de´tection. Cependant,
celui du F{3} qui repre´sente un de´faut simple a e´te´ de´tecte´ avec des retards. Sa de´tec-
tion a commence´ a` partir des instants 1634, 1593, 1645 et 1593 respectivement par les
indicateurs SPE, SWE, ϕ et D. L’amplitude de ce de´faut n’a pas permis celui-ci d’eˆtre
de´tectable en tre`s grande partie plus particulie`rement par l’indice T2 de Hotelling.
4.5.1 Diagnostic d’un de´faut simple
En interpre´tant les re´sultats obtenus par les approches dont l’objectif e´tant l’isolation
des de´fauts en se basant sur une comparaison de leurs valeurs par rapport a` des seuils de
controˆle comme la reconstruction des indices de de´tection et la RBCr, le de´faut simple
F{3} est non isolable en utilisant les statistiques SPE, SWE et T2 (figures 4.4, 4.5 et 4.6
respectivement). D’apre`s ces deux approches exprime´es avec de tels indices de de´tection,
la septie`me variable est e´galement conside´re´e en de´faut. Cela s’explique par une forte
coline´arite´ dans les sous-espaces engendre´s par les vecteurs colonnes des matrices de tels
indices entre la variable x7 et celle re´ellement en de´faut (x3). En se basant sur l’indice
combine´ et celui de Mahalanobis (figures 4.7 et 4.8 respectivement), le de´faut F{3} de-
vient isolable dans une grande partie d’observations. Une telle situation illustre clairement
l’analyse the´orique d’isolabilite´ de de´fauts re´alise´e dans la sous-section 4.2.2 en montrant
que la reconstruction de la distance combine´e peut jouer un roˆle plus avantageux dans
l’isolation de de´fauts que des reconstructions se´pare´es des indices que combine.
En se re´fe´rant aux figures 4.4, 4.5 et 4.6, un diagnostic du de´faut F{3} mene´ par
l’approche CDC en utilisant les indices SPE, SWE et T2 n’est pas en mesure d’eˆtre
correct. Selon les courbes qui repre´sentent les diffe´rences des contributions en respectant
l’e´quation (4.120), on remarque l’existence des valeurs ne´gatives durant les observations
de´fectueuses. Cela implique que la contribution de la variable re´ellement en de´faut par
de´composition comple`te de tels indices ne pre´sente pas des valeurs plus supe´rieures que les
contributions des autres variables. Ne´anmoins, l’utilisation de cette approche en se basant
sur des de´compositions de l’indice combine´ ainsi que la distance de Mahalanobis a permis
une identification correcte de la variable en de´faut a` partir de la 1643ie`me observation
(figures 4.7 et 4.8 respectivement). Dans le cadre de ce de´faut simple, l’interpre´tation des
re´sultats d’un diagnostic utilisant la me´thode de contribution par reconstruction unidi-
mensionnelle RBC est la meˆme que celle de CDC.
D’autre part, les contributions par de´composition partielle PDC et diagonale DC de
tous les indices de de´tection sans exception ont abouti a` un diagnostic correct en identifiant
la variable re´ellement en de´faut a` partir de la 1643e`me observation (figures 4.4 jusqu’a`
4.8). Selon les analyses the´oriques de diagnosticabilite´, cela signifie que l’amplitude de ce
de´faut a e´te´ conside´re´e importante de`s cette observation.
D’apre`s les figures correspondantes, on de´duit qu’un diagnostic base´ sur une e´valuation
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De´faut Indice
SPE SWE T2 ϕ D
F{1,7} {1, 7} et {1, 3} {1, 7}, {1, 3} et {3, 7} {1, 7} {1, 7}
F{6,8} {1, 6}, {2, 6}, {3, 6}, {4, 6},
{5, 6}, {6, 7} et {6, 8}
{6, 8} {6, 8} {6, 8}
Table 4.2 – Ensembles des variables identifie´s responsables des de´fauts multiples corres-
pondants par l’approche de reconstruction et la RBCr relativement aux indices
de l’ampleur des contributions peut conduire a` des re´sultats errone´s. Cela s’est justifie´e
plus particulie`rement par les contributions PDC et DC en utilisant les indices SPE,
SWE et D et les contributions CDC et RBC base´es sur l’indice D. Ces indices de de´tec-
tion ont de´tecte´ l’existence du de´faut F{3} plus toˆt avant que celui-ci ne soit correctement
identifie´ par de telles contributions. Cependant, la me´thode de reconstruction des indices
et celle de la RBCr garantissent une identification correcte de la variable en question
de`s l’apparition du de´faut. Tout de´pend de la nature et de l’amplitude d’un tel de´faut,
celui-ci peut ne pas eˆtre isolable. En effet, ces deux me´thodes peuvent identifier e´galement
d’autres variables en de´faut.
4.5.2 Diagnostic de de´fauts multiples
En conside´rant les de´fauts multiples, les approches des contributions telles que CDC,
PDC et DC ne sont plus valables. En effet, seules la RBC multidimensionnelle, la re-
construction des indices et la RBCr peuvent eˆtre conside´re´es.
Nous rappelons que le deuxie`me de´faut F{1,7} a e´te´ introduit entre les instants 2000
et 2400 simultane´ment dans les directions des variables x1 et x7. En investiguant les
figures 4.9, 4.10 et 4.11, l’approche de reconstruction ainsi que la RBCr ont correctement
identifie´ le de´faut F{1,7} en utilisant les indices SPE, SWE et T2 de Hotelling. Ne´anmoins,
un tel de´faut est non isolable car l’ensemble des variables {1, 3} est e´galement identifie´
en de´faut par ces deux me´thodes en se basant sur les meˆmes indices. En outre, ces deux
approches ont aussi identifie´ l’ensemble {3, 7} comme un candidat au de´faut correspondant
en conside´rant exceptionnellement l’indice T2 de Hotelling (figure 4.11). Le de´faut F{1,7}
a e´te´ correctement isole´ par les deux me´thodes en utilisant l’indice combine´ ainsi que la
distance de Mahalanobis (figures 4.12, 4.13 respectivement).
On note que dans le cas des de´fauts multiples, l’affichage de toutes les courbes dans
les figures correspondantes est parfois illisible. Pour cette raison, nous avons propose´ le
tableau re´capitulatif 4.2 pre´sentant les re´sultats de ces deux approches pour les cas des
de´fauts multiples.
Un diagnostic du de´faut F{1,7} par e´valuation de l’ampleur de la contribution RBC
base´e sur les indices SPE, SWE et T2 n’est pas garanti correct (figures 4.9, 4.10 et
4.11 respectivement). En effet, l’utilisation de l’e´quation (4.120) a engendre´ des valeurs
ne´gatives entre les instants 2000 et 2400, ce qui implique que l’ensemble des variables
re´ellement en de´faut ne dispose pas de la plus grande contribution. D’apre`s les figures
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Figure 4.4 – Diagnostic du de´faut F{3} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice SPE
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Figure 4.5 – Diagnostic du de´faut F{3} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice SWE
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Figure 4.6 – Diagnostic du de´faut F{3} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice T2
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Figure 4.7 – Diagnostic du de´faut F{3} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice ϕ
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Figure 4.8 – Diagnostic du de´faut F{3} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice D
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Figure 4.9 – Diagnostic du de´faut F{1,7} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice SPE
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Figure 4.10 – Diagnostic du de´faut F{1,7} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice
SWE
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Figure 4.11 – Diagnostic du de´faut F{1,7} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice
T2
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Figure 4.12 – Diagnostic du de´faut F{1,7} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice ϕ
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Figure 4.13 – Diagnostic du de´faut F{1,7} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice D
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4.5. Exemple de synthe`se
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Figure 4.14 – Diagnostic du de´faut F{6,8} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice
SPE
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Figure 4.15 – Diagnostic du de´faut F{6,8} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice
SWE
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Figure 4.16 – Diagnostic du de´faut F{6,8} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice
T2
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Figure 4.17 – Diagnostic du de´faut F{6,8} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice ϕ
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Figure 4.18 – Diagnostic du de´faut F{6,8} par diffe´rentes me´thodes base´es sur l’indice D
4.12, 4.13, nous constatons que cette me´thode a assure´ une plus grande contribution pour
l’ensemble des variable {1, 7}, ce qui signifie que le de´faut F{1,7} est correctement identifie´
par la RBC en utilisant les indices ϕ et D.
D’apre`s le tableau 4.2 ainsi que les figures 4.16, 4.17 et 4.18, le de´faut F{6,8} qui a
e´te´ introduit aux niveaux des variables x6 et x8 a e´te´ correctement localise´ par les trois
approches en utilisant les indices T2 de Hotelling, ϕ et D. Par ailleurs, l’investigation de ce
de´faut avec l’approche de reconstruction et la RBCr en s’appuyant sur les indices SPE et
SWE a abouti a` l’identification de sept ensembles de variables en de´faut (voir tableau 4.2).
Les figures 4.14 et 4.15 montrent que l’ensemble {6, 8} compose´ des variables re´ellement
en de´faut ainsi qu’a` titre d’exemple l’ensemble {4, 6} disposent des courbes qui sont au
dessous de l’unite´ en particulier avec l’indice SPE. En se re´fe´rant a` l’e´quation (4.120),
l’approche de contribution multidimensionnelle (RBC) utilisant les indices SPE et SWE
a assure´ des valeurs positives exceptionnellement durant les dernie`res observations du
de´faut (figures 4.14 et 4.15). D’apre`s l’analyse de diagnosticabilite´, l’amplitude du de´faut
F{6,8} durant ces quelques dernie`res observations est importante permettant ainsi a` la
RBC de garantir un diagnostic correct.
4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons e´tendu le concept d’isolabilite´ de de´fauts par l’approche
de reconstruction a` tout indice de de´tection ayant une forme quadratique. Une telle ge´-
ne´ralisation nous a permis d’e´laborer une analyse the´orique d’isolabilite´ de de´fauts par
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reconstruction de l’indice combine´ versus celles des indices SPE et T2 de Hotelling. Cette
analyse a mis en avant l’avantage que peut jouer la distance combine´e dans l’isolation des
de´fauts affectant plus particulie`rement des variables coline´aires. Malgre´ qu’une telle dis-
tance combine les indices SPE et T2 de Hotelling, les proprie´te´s qui peuvent caracte´riser
l’un comme l’autre de ces deux indices ne font pas ne´cessairement partie de celles de l’in-
dice combine´. En effet, il peut y exister des de´fauts qui ne sont garantis isolables ni par
l’indice SPE ni par celui du T2, mais ils peuvent eˆtre garantis isolables par la distance
combine´e.
Les contributions sont parmi les approches les plus classiquement utilise´es pour un
diagnostic de de´fauts plus particulie`rement de type simple. Dans ce cadre, nous avons
propose´ une nouvelle forme de contribution base´e sur la de´composition de l’indice SPE
et qui fait partie des contributions de type PDC. En conside´rant des de´fauts simples
ayant de grandes amplitudes, l’analyse de diagnosticabilite´ base´e sur les approches des
contributions montre que seule la contribution de type CDC ne peut pas garantir un
diagnostic correct.
Puisque les de´fauts simples repre´sentent un cas particulier, nous avons e´tendu la me´-
thode RBC au cas multidimensionnel en montrant que la nouvelle forme garantit un
diagnostic correct de de´fauts multiples de grandes amplitudes. Ne´anmoins, les de´fauts
peuvent eˆtre re´ellement beaucoup plus complexes (faibles amplitudes, coline´arite´s entre
des variables, etc.). Dans ce cas, un diagnostic base´ sur l’e´valuation de l’ampleur des
contributions aboutit sans doute a` des conclusions errone´es. Ainsi, les me´thodes qui sem-
bleraient plus avantageuses repre´sentent celles qui s’appuient sur des seuils de controˆle
pour conclure une de´cision comme l’approche de reconstruction des indices de de´tection.
Afin d’exploiter la me´thode RBC pour un diagnostic de de´fauts complexes, nous avons
propose´ une nouvelle approche appele´e RBCr dont le seuil de controˆle est e´gale a` l’unite´.
La diagnosticabilite´ the´orique base´e sur une telle me´thode montre qu’un de´faut de´tectable
est garanti identifiable. Cependant, il est garanti isolable si son amplitude ve´rifie la meˆme
condition suffisante d’isolabilite´ e´tablie pour la me´thode de reconstruction des indices de
de´tection.
En se basant sur un exemple simule´, toutes les approches pre´sente´es garantissent un
diagnostic correct dans le cas des de´fauts de grandes amplitudes. En revanche, les de´fauts
les plus complexes et qui sont de´tectables sont garantis uniquement identifiables par la
me´thode de reconstruction des indices ainsi que la RBCr. L’approche RBC ne peut pas
garantir un diagnostic correct de ce type de de´fauts. Nous avons constate´ e´galement que ces
de´fauts ont e´te´ plus particulie`rement mieux isolables en utilisant l’indice combine´ ainsi que
celui de Mahalanobis. Dans ce cadre, on peut conclure que la me´thode de reconstruction
des indices de de´tection et la RBCr sont plus avantageuses que l’approche RBC afin
d’aboutir a` un diagnostic de de´fauts mieux de´cisif. Toutefois, la prise en conside´ration des
re´sultats de toutes les approches peut conduire a` distinguer les de´fauts.
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L’analyse de donne´es multivarie´es pour l’identification des e´tats de fonctionnement
d’un processus pre´sente des re´sultats inte´ressants pour les syste`mes ou` il est difficile voire
impossible de leur e´tablir un mode`le complet. En effet, l’utilisation des me´thodes statis-
tiques pour un diagnostic de de´fauts de processus est une alternative plus prometteuse
qu’une utilisation des me´thodes qui se basent sur un mode`le mathe´matique. Puisque l’ob-
jectif d’un diagnostic est de constater l’apparition de de´fauts puis d’en trouver les causes,
l’analyse des mesures des variables de processus permet d’identifier les causes car les e´tats
de de´faillances sont directement lie´s aux variables. Dans ce contexte, les me´thodes ba-
se´es sur l’analyse en composantes principales (ACP) sont tre`s inte´ressantes pour la mise
en e´vidence des corre´lations line´aires entre les variables du processus sans pour autant
formuler de fac¸on explicite un mode`le entre´es/sorties du syste`me.
En pre´sentant le principe fondamental de l’ACP, cette dernie`re est prouve´e comme
e´tant une approche de mode´lisation des relations line´aires entre les diffe´rentes variables
d’un processus. Ainsi, les parame`tres du mode`le repre´sentent tout simplement les valeurs
et les vecteurs propres de la matrice de corre´lation ou de covariance des donne´es collecte´es
lors du fonctionnement normal du processus. Puisque les derniers vecteurs propres sont
associe´s a` des composantes principales (CPs) ge´ne´ralement non porteuses d’informations
significatives, la taˆche principale de l’ACP s’articule autour d’un choix d’une structure
adapte´e du mode`le ACP. Autrement dit, un tel mode`le doit eˆtre constitue´ uniquement par
les quelques premie`res CPs les plus significatives. Dans ce cadre, nous avons re´alise´ qu’en
l’absence de bruit de mesures, le mode`le ACP est compose´ de toutes les CPs ayant des
variances non nulles. Dans la pratique (pre´sence de bruit), une de´termination optimale de
la structure d’un tel mode`le est beaucoup plus complique´e. Pour cette raison, plusieurs
crite`res de choix du nombre optimal des CPs ont e´te´ pre´sente´s et compare´s pour une
e´valuation de leurs performances vis-a`-vis de plusieurs enjeux comme le bruit de mesures,
les types des variables conside´re´es et le nombre d’observations utilise´es pour la mode´lisa-
tion. Notre choix des crite`res porte sur deux principales familles. La premie`re pre´sente des
crite`res heuristiques qui se basent sur des seuils juge´s subjectifs pour le choix du nombre
optimal des CPs. Malgre´ leur popularite´, nous avons conclu a` travers un exemple simule´
que ces crite`res demeurent tre`s subjectifs et largement restreints en termes de de´cision et
efficacite´ respectivement.
La deuxie`me cate´gorie est constitue´e par des crite`res de minimisation par rapport
au nombre de CPs se´lectionne´es. Autrement dit, le nume´ro de la CP qui correspond au
minimum d’un crite`re donne´ repre´sente le nombre des CPs constituant le mode`le ACP.
Une telle famille a e´te´ compose´e de quatre crite`res qui sont AIC, MDL, IE et VNR.
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Les trois premiers sont utilisables uniquement avec des donne´es non normalise´es entache´es
par un bruit blanc. Le quatrie`me crite`re qui repre´sente la variance non reconstruite est
originairement conc¸u afin qu’il soit valable inde´pendamment de la nature des donne´es.
Toutefois, il est pre´fe´rable que ces donne´es soient exprime´es dans la meˆme e´chelle pour
une meilleure mise en e´vidence d’une ACP. Puisque le crite`re VNR est en relation directe
avec les parame`tres fournis par l’ACP, nous avons e´tudie´ son comportement vis-a`-vis des
donne´es normalise´es contrairement aux trois autres crite`res.
A partir des re´sultats de simulation, nous avons constate´ que le crite`re AIC surestime
souvent le nombre utile des CPs. En s’appuyant sur une comparaison approfondie des
re´sultats de tous les crite`res pre´sente´s, le MDL semble eˆtre le crite`re le plus efficace.
Ne´anmoins, sa pre´cision dans le choix de la dimension du mode`le est fortement lie´e au
nombre N d’observations conside´re´es pour la mode´lisation. Une se´lection base´e sur le
MDL converge vers le nombre correct des CPs lorsque le nombre d’observations est
assez important. En effet, le parame`tre N entre en vigueur d’une fac¸on explicite dans
l’expression d’un tel crite`re. Ainsi, l’optimalite´ est assure´e d’un point de vue mathe´matique
lorsque N tend vers l’infini. Dans la pratique, un syste`me est ge´ne´ralement repre´sente´ par
un nombre fini d’observations qui peut eˆtre pour autant insuffisant afin que le crite`re
MDL exprime convenablement le nombre ne´cessaire des CPs. Par conse´quent, on ne peut
pas savoir si un tel crite`re converge finalement vers le nombre correct des CPs. D’apre`s les
re´sultats de simulation et pour un nombre insuffisant d’observations, nous avons constate´
que ce crite`re ne retient pas souvent les CPs associe´es aux variables inde´pendantes de
faibles variances.
Le crite`re IE abandonne souvent les CPs de faibles variances bien qu’elles soient the´o-
riquement suppose´es eˆtre retenues dans le mode`le. Cet inconve´nient a e´te´ montre´ the´ori-
quement dans le cadre de cette the`se. L’avantage dans l’utilisation du crite`re VNR e´tant
dans la conside´ration des donne´es normalise´es, ce qui signifie que toutes les variables sont
exprime´es dans la meˆme e´chelle. Malgre´ cette caracte´ristique, nous avons remarque´ qu’un
tel crite`re ne prend pas en compte les variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes
bien qu’en l’absence de bruit de mesures ces variables se transforment en des CPs dont
les variances sont non nulles. Dans se stade, nous avons e´galement contribue´ par une de´-
monstration the´orique confirmant la limitation de ce crite`re. En effet, nous avons montre´
que le nombre des CPs qui correspond au minimum d’un tel crite`re est invariant en l’addi-
tion des variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. Autrement dit, le crite`re VNR
est insensible a` la pre´sence de ce type des variables. Ainsi, son minimum correspond au
nombre des CPs uniquement pour les variables qui sont line´airement corre´le´es les unes
aux autres. En outre, une telle de´monstration met en e´vidence l’inefficacite´ d’un tel crite`re
en conside´rant des donne´es non normalise´es pre´sentant des variables inde´pendantes. La
synthe`se d’une telle e´tude comparative nous a permis de conclure que seuls les crite`res
MDL et VNR peuvent eˆtre conside´re´s inte´ressants a` l’e´gard de leur comportement et
principe respectivement. Cependant, ils pre´sentent des inconve´nients rendant souvent les
de´cisions incertaines.
Dans le but d’exploiter le principe du crite`re VNR tout en comptant les variables
inde´pendantes et quasi-inde´pendantes, nous avons e´tabli a` travers une ge´ne´ralisation la
variance de l’erreur de reconstruction d’un indice quelconque ayant une forme quadratique.
Celle-ci a pour objectif de re´ve´ler la variance non reconstruite de chacun des indices de
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de´tection connus dans le cadre de l’ACP. Notamment, la variance de l’erreur de recons-
truction de l’indice SPE n’est autre que le classique crite`re VNR. Les variances non
reconstruites relatives aux restes des indices repre´sentent des nouveaux crite`res pre´sente´s
dans cette the`se. Une analyse the´orique des comportements de tels crite`res nous a permis
de de´duire que les variances non reconstruites des indices SWE, T2 de Hotelling ainsi que
la distance de Mahalanobis ne peuvent pas eˆtre utilise´es pour le choix d’un mode`le ACP.
Par ailleurs, la particularite´ est constate´e dans la variance de l’erreur de reconstruction
de l’indice combine´. Une telle variance de´pend du nombre des CPs ainsi qu’un seuil de
signification introduit implicitement dans les limites de controˆle des indices que combine
la distance combine´e. Dans ce cadre, il est difficile d’e´tablir une consistance the´orique de
ce nouveau crite`re. Par contre, les re´sultats de simulation ont montre´ qu’il est capable de
de´terminer le nombre optimal des CPs en s’appuyant sur un choix tre`s approprie´ et non
ordinaire du seuil de signification. Nous avons e´galement constate´ qu’il pre´sente parfois
des re´sultats non stationnaires. Pour reme´dier a` ces inconve´nients, nous avons propose´
une variance non reconstruite relative a` un nouvel indice combine´. L’objectif e´tant de
faciliter la taˆche du choix de la valeur du seuil de signification. Le nouveau crite`re montre
des re´sultats plus efficaces et mieux stationnaires. Ne´anmoins, les deux crite`res propo-
se´s demeurent dans leurs globalite´s incertains, aussi faut-il disposer d’une connaissance a
priori ou d’une expertise pour prendre la de´cision convenable. En effet, les deux crite`res
sont conside´re´s comme e´tant empiriques car ils s’appuient uniquement sur l’expe´rience.
L’originalite´ principale dans nos contributions pour un choix optimal du mode`le ACP
est introduite par la proposition d’un troisie`me crite`re note´ VNRVI. Celui-ci repre´sente
la variance de l’erreur de reconstruction relative a` des nouvelles donne´es. En s’appuyant
sur un changement de repre´sentation des donne´es, nous avons suppose´ que ces donne´es
qui sont normalise´es et observe´es re´ellement sont en re´alite´ issues d’une transformation
line´aire d’autres donne´es mieux exploitables en pre´sence des variables inde´pendantes et
quasi-inde´pendantes. En se basant sur ce nouveau crite`re, la de´termination du nombre
optimal des CPs des nouvelles donne´es sert a` de´duire celui des donne´es re´ellement ob-
serve´es en comptant e´videmment ce type des variables. Dans ce cadre, nous avons e´tabli
the´oriquement les conditions garantissant l’optimalite´ de se´lection a` travers un tel crite`re.
Les re´sultats de simulation ont valide´ notre the´orie en prouvant ainsi qu’un tel crite`re
e´tant plus efficace qu’aux autres crite`res pre´sente´s dans cette the`se.
Dans l’objectif d’un diagnostic de de´fauts par l’approche de reconstruction, la premie`re
contribution e´tait e´labore´e par une ge´ne´ralisation du concept d’isolabilite´ de de´fauts a` tout
indice de de´tection ayant une forme quadratique. Cette ge´ne´ralisation nous a permis en
conse´quence de re´aliser une analyse the´orique d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction
de l’indice combine´ versus celles des indices que combine (SPE et T2 de Hotelling). Une
telle analyse a mis en avant l’avantage que peut jouer la distance combine´e dans l’isolation
des de´fauts caracte´risant plus particulie`rement les variables coline´aires. Ainsi, il peut y
exister des de´fauts qui ne sont garantis isolables ni par l’indice SPE ni par celui du T2
par contre ils peuvent eˆtre garantis isolables uniquement par la distance combine´e.
Dans le cadre d’un diagnostic de de´fauts base´ sur les approches des contributions,
celles-ci sont de´die´es pour diagnostiquer plus particulie`rement les de´fauts simples. Ainsi,
nous avons propose´ une nouvelle me´thode de contribution par de´composition partielle de
l’indice SPE. Une analyse de diagnosticabilite´ de de´fauts base´e sur une telle approche ga-
135
Conclusion ge´ne´rale & perspectives
rantit un diagnostic correct de de´fauts simples ayant de grandes amplitudes. L’exclusivite´
re´ve´le´e par la pre´sente the`se dans le domaine du diagnostic se manifeste e´galement par
l’extension d’une approche de contribution dite RBC au diagnostic de de´fauts multiples.
Ainsi, l’analyse de diagnosticabilite´ de de´fauts en s’appuyant sur la nouvelle approche
montre que celle-ci garantit un diagnostic correct de de´fauts multiples de grandes ampli-
tudes. Afin de conside´rer la re´alite´ complexe de de´fauts (faibles amplitudes, coline´arite´s
entre les variables), nous avons exploite´ la nouvelle approche RBC pour proposer une
nouvelle me´thode de diagnostic appele´e RBCr qui se base sur un seuil de controˆle e´gale a`
l’unite´. Nous avons montre´ the´oriquement qu’un de´faut de´tectable est garanti identifiable
par la pre´sente me´thode. Ainsi, ce de´faut est garanti isolable si son amplitude satisfait une
condition d’isolabilite´ qui est identique a` celle e´tablie pour l’approche de reconstruction
des indices.
Les re´sultats de simulation montrent que toutes les approches pre´sente´es garantissent
un diagnostic correct dans le cas des de´fauts de grandes amplitudes, tandis que les de´fauts
complexes et qui sont de´tectables sont garantis uniquement identifiables par la me´thode
de reconstruction des indices ainsi que la RBCr. Entre autre, l’approche RBC multidi-
mensionnelle ne peut pas garantir un diagnostic correct de ce type de de´fauts. Nous avons
constate´ e´galement que ces de´fauts ont e´te´ mieux isolables avec ces me´thodes en utilisant
plus particulie`rement l’indice combine´ ainsi que celui de Mahalanobis. Sous cette optique,
nous avons pu conclure que la me´thode de reconstruction des indices et celle de RBCr
sont ge´ne´ralement plus avantageuses que l’approche RBC afin d’aboutir a` un diagnostic
concluant de de´fauts multiples. Il n’empeˆche que la prise en conside´ration des re´sultats de
toutes les approches peut aider a` l’isolation des de´fauts re´els.
Dans un premier temps, les perspectives a` envisager sont de tester expe´rimentalement
les me´thodes propose´es dans cette the`se sur des donne´es expe´rimentales fournies par la
socie´te´ STMicroelectronics afin de valider leur performance pour une possible mise en
œuvre industrielle.
Au niveau the´orique, l’ACP robuste ainsi que celle a` noyaux disposent en partie des
meˆmes principes que l’ACP classique. Dans ce cadre, nous envisageons une extension de
nos travaux de recherche qui s’articulent autour d’un choix optimal du mode`le ACP ainsi
qu’un diagnostic de de´fauts en conside´rant ces deux me´thodes.
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Limitation du crite`re VNR
Nous supposons qu’on dispose d’une matrice X ∈ RN×m compose´e de N mesures pour
m variables qui sont toutes line´airement corre´le´es. Ainsi,
Σ = PΛPT ∈ Rm×m (A.1)
repre´sente leur matrice de covariance ou de corre´lation dans le cas ou` les donne´es sont nor-
malise´es. P et Λ repre´sentent respectivement les matrices des vecteurs et valeurs propres
de Σ.
En pre´sence d’un bruit de variance non nulle, il existe alors un nombre optimal de q CPs
assurant le minimum de la variance non reconstruite de chaque variable. En conside´rant
une matrice de corre´lation donc les donne´es sont normalise´es, le minimum du crite`reVNR
est atteint pour ℓ = q :
q = argmin
ℓ
{VNR(ℓ)} (A.2)
avec
VNR(ℓ) =
m∑
j=1
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
(A.3)
ou` C˜ = P˜P˜
T
et P˜ ∈ Rm×(m−ℓ) est une matrice compose´e des (m − ℓ) vecteurs propres
de la matrice P. Puisque le mode`le optimal est engendre´ par les q premie`res CPs, une
subdivision approprie´e de P nous permet d’e´crire :
P =
[
Uˆ U˜
]
(A.4)
Uˆ ∈ Rm×q et U˜ ∈ Rm×(m−q) sont deux matrices respectivement constitue´es des q premiers
et (m− q) derniers vecteurs propres de P.
Supposons qu’une nouvelle variable inde´pendante ou quasi-inde´pendante est ajoute´e
a` la matrice X. Cela nous permet de calculer une nouvelle matrice de corre´lation, M ∈
R(m+1)
2
, dont on peut montrer qu’elle peut avoir la forme suivante :
M =
[
Σ ǫ
ǫT 1
]
= VDVT (A.5)
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avec ǫ ∈ Rm est un vecteur caracte´rise´ par une norme qui tend vers ze´ro puisque la
variable ajoute´e est inde´pendante. Ce vecteur est compose´ des coefficients de corre´lation
d’une telle variable avec les autres. V et D repre´sentent respectivement les matrices des
vecteurs et valeurs propres de M.
En conside´rant la condition d’inde´pendance de la variable ajoute´e, ‖ǫ‖ ≈ 0, la matrice
V peut eˆtre exprime´e approximativement en fonction de P en appliquant des subdivisions
approprie´es :
V ≈
[
Uˆ φ2 U˜
φT1 ω φ
T
3
]
(A.6)
ou` φ1 ∈ R
q, φ2 ∈ R
m et φ3 ∈ R
(m−q) sont des vecteurs dont les normes tendent respecti-
vement vers des ze´ros ou e´galement ‖φ1‖ ≪ |ω|, ‖φ2‖ ≪ |ω| et ‖φ3‖ ≪ |ω|. Puisque V
est une matrice orthonorme´e, cela implique que |ω| est proche de l’unite´.
Notons par ̥ et ~ respectivement la nouvelle variance non reconstruite globale et
le nouveau parame`tre qui de´signe le nombre des CPs exprime´s dans la nouvelle base de
donne´es en prenant en conside´ration la variable ajoute´e :
̥(~) =
m+1∑
i=1
ξTi V˜V˜
T
MV˜V˜
T
ξi
(ξTi V˜V˜
T
ξi)
2
(A.7)
avec V˜ ∈ R(m+1)×(m+1−~) est constitue´e des (m + 1 − ~) derniers vecteurs propres de la
matrice V.
Afin d’e´tudier le comportement du crite`re ̥ en utilisant les approximations propose´es,
trois cas peuvent eˆtre illustre´s :
1er cas : ~ ≤ q La prise en conside´ration de ce cas implique que la matrice V doit
encore subir une de´composition comme suit :
V ≈
[
Uˆ1 Uˆ2 φ2 U˜
φT11 φ
T
12 ω φ
T
3
]
(A.8)
ou` Uˆ1 ∈ R
m×~ et Uˆ2 ∈ R
m×(q−~) sont respectivement compose´es des ~ premiers et (q− ~)
derniers vecteurs de la matrice Uˆ. φ11 ∈ R
~ et φT12 ∈ R
(q−~) sont deux vecteurs respecti-
vement constitue´s des ~ premiers et (q − ~) derniers e´le´ments du vecteur φ1.
Cette de´composition nous permet d’exprimer la matrice V˜ comme suit :
V˜ =
[
Uˆ2 φ2 U˜
φT12 ω φ
T
3
]
(A.9)
En conside´rant les approximations pre´sente´es au de´part, nous montrons que :
V˜V˜
T
≈
[
Uˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
θ
θT ω2
]
(A.10)
et
V˜V˜
T
MV˜V˜
T
≈
[
Uˆ2Uˆ
T
2ΣUˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
ΣU˜U˜
T
ψ
ψT ω4
]
(A.11)
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ou` θ ∈ Rm et ψ ∈ Rm. D’apre`s ces deux dernie`res e´quations ainsi que celle de (A.7), le
crite`re ̥ peut eˆtre exprime´ comme suit :
̥(~ ≤ q) ≈ 1 +
m∑
i=1
ξTi
[
Uˆ2Uˆ
T
2ΣUˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
ΣU˜U˜
T
]
ξi
(ξTi
[
Uˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
]
ξi)
2
(A.12)
En outre, et pour ℓ = ~, la matrice re´siduelle P˜ est compose´e de tous les vecteurs de
la matrice U˜ ainsi que les (q − ~) derniers vecteurs de Uˆ, d’ou` :
P˜ =
[
Uˆ2 U˜
]
(A.13)
Puisque Uˆ2 et U˜ sont orthogonales, nous montrons que le deuxie`me terme de l’e´quation
(A.12) repre´sente l’expression du crite`re VNR(ℓ) avec ℓ = ~ ≤ q :
m∑
i=1
ξTi
[
Uˆ2Uˆ
T
2ΣUˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
ΣU˜U˜
T
]
ξi
(ξTi
[
Uˆ2Uˆ
T
2 + U˜U˜
T
]
ξi)
2
=
m∑
i=1
ξTi P˜P˜
T
ΣP˜P˜
T
ξi
(ξTi P˜P˜
T
ξi)
2
=
m∑
j=1
ξTj C˜ΣC˜ξj
(ξTj C˜ξj)
2
= VNR(ℓ ≤ q) (A.14)
Ceci implique que :
̥(~ ≤ q) ≈ 1 +VNR(ℓ = ~) (A.15)
2e`me cas : ~ = q+1 Ce cas repre´sente le calcul du crite`re ̥ lorsque le nombre des CPs
se´lectionne´es correspond a` la variable intercale´e. Autrement dit, cette dernie`re qui repre´-
sente toute seule une CP sera conside´re´e dans le sous-espace principal. D’apre`s l’e´quation
(A.9), la matrice V˜ aura la forme suivante :
V˜ =
[
U˜
φT3
]
(A.16)
Ainsi, on peut de´duire que :
V˜V˜
T
≈
[
U˜U˜
T
U˜φ3
φT3 U˜
T
φT3 φ3
]
(A.17)
Puisque U˜ est une matrice orthonorme´e, c’est a` dire U˜
T
U˜ = I(m−q), nous pouvons
calculer ce qui suit :
V˜V˜
T
V˜V˜
T
≈
[
U˜U˜
T
+ U˜φ3φ
T
3 U˜
T
U˜φ3 + U˜φ3φ
T
3 U˜
T
φT3 U˜
T
+ φT3 φ3φ
T
3 U˜
T
φT3 φ3 + (φ
T
3 φ3)
2
]
(A.18)
139
Annexe A. Limitation du crite`re VNR
Puisque V˜V˜
T
repre´sente une matrice idempotente, i.e. :
V˜V˜
T
V˜V˜
T
= V˜V˜
T
(A.19)
l’identification entre les termes des e´quations (A.17) et (A.18), nous me`ne a` de´duire que
U˜φ3 est un vecteur nul. Egalement, φ
T
3 φ3 repre´sente un scalaire qui tend vers ze´ro, ce qui
implique que (φT3 φ3)
2 est tre`s ne´gligeable devant φT3 φ3. Ainsi, φ
T
3 φ3 ≈ φ
T
3 φ3+(φ
T
3 φ3)
2. Ces
de´ductions nous permettent d’e´crire :
V˜V˜
T
MV˜V˜
T
≈
[
U˜U˜
T
ΣU˜U˜
T
U˜U˜
T
ǫφT3 φ3
φT3 φ3ǫ
T U˜U˜
T
φT3 φ3 + (φ
T
3 φ3)
2
]
(A.20)
D’apre`s (A.7),
̥(~ = q + 1) ≈ 1 +
1
φT3 φ3
+
m∑
i=1
ξTi U˜U˜
T
ΣU˜U˜
T
ξi
(ξTi U˜U˜
T
ξi)
2
(A.21)
En revanche, le troisie`me terme de l’e´quation pre´ce´dente repre´sente le crite`re VNR
pour ℓ = q CPs, ce qui implique :
̥(~ = q + 1) ≈ 1 +
1
φT3 φ3
+VNR(ℓ = q) (A.22)
En notant que (φT3 φ3)
−1 tend vers l’infini.
3e`me cas : ~ > q + 1 Ce cas sera repre´sente´ par une matrice re´siduelle V˜ compose´e des
(m+ 1− ~) dernie`res colonnes de la matrice V de l’e´quation (A.6) ou e´galement (A.16).
Une de´composition approprie´e du dernier bloc de V comme suit :[
U˜
φT3
]
=
[
U˜1 U˜2
φT13 φ
T
23
]
(A.23)
nous permet de de´duire que :
V˜ =
[
U˜2
φT23
]
(A.24)
ou` U˜2 ∈ R
m×(m+1−~) est compose´e des (m+1−~) derniers vecteurs propres de la matrice
P de l’e´quation (A.4). φ23 ∈ R
(m+1−~) est un vecteur constitue´ des (m + 1− ~) e´le´ments
de φ3. En appliquant les approximations ne´cessaires de la meˆme manie`re qu’au deuxie`me
cas, nous pouvons montrer que :
V˜V˜
T
≈
[
U˜2U˜
T
2 U˜2φ23
φT23U˜
T
2 φ
T
23φ23
]
(A.25)
et
V˜V˜
T
MV˜V˜
T
≈
[
U˜2U˜
T
2ΣU˜2U˜
T
2 U˜2U˜
T
2 ǫφ
T
23φ23
φT23φ23ǫ
T U˜2U˜
T
2 φ
T
23φ23 + (φ
T
23φ23)
2
]
(A.26)
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ainsi
̥(~ > q + 1) ≈ 1 +
1
φT23φ23
+
m∑
i=1
ξTi U˜2U˜
T
2ΣU˜2U˜
T
2 ξi
(ξTi U˜2U˜
T
2 ξi)
2
(A.27)
Notamment, le troisie`me terme de cette e´quation correspond au crite`re VNR pour
ℓ = (~− 1) CPs, d’ou` :
̥(~ > q + 1) ≈ 1 +
1
φT23φ23
+VNR(ℓ = ~− 1) (A.28)
ou` (φT23φ23)
−1 croissant en ~ et qui tend vers l’infini.
Le regroupement des e´quations (A.15), (A.22) et (A.28) montre que le crite`re ̥ s’e´crit
comme suit :
̥(~) ≈


1 +VNR(~) pour ~ ≤ q
1 + (φT3 φ3)
−1 +VNR(q) pour ~ = q + 1
1 + (φT23φ23)
−1 +VNR(~− 1) pour ~ > q + 1
(A.29)
Nous notons d’apre`s (A.23) que (φT23φ23)
−1 ≥ (φT3 φ3)
−1. Selon l’hypothe`se de l’e´quation
(A.2), le minimum du crite`reVNR correspond a` q CPs. Par conse´quent, l’e´quation (A.29)
montre que :
argmin
~
{̥(~)} = argmin
ℓ
{VNR(ℓ)} = q (A.30)
Cela implique que la variance non reconstruite ne prend plus en conside´ration les
variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. En effet, elle est insensible a` leurs pre´-
sences. Le nombre des CPs qui correspondent au minimum du crite`re VNR applique´ sur
des donne´es normalise´es repre´sente tout simplement le nombre des CPs uniquement entre
les variables corre´le´es.
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B
Limitation du crite`re IE
En pre´sence d’un bruit i.i.d de variance identique σ2 non nulle et d’apre`s (2.71), les
valeurs propres de la matrice de covariance Σ repre´sentent les e´le´ments diagonaux de la
matrice suivante :
Λ =
[
ˆ˚
Λ + σ2Iq 0
0 σ2Im−q
]
(B.1)
ou`
ˆ˚
Λ ∈ Rq×q est la matrice diagonale donne´e par (2.32). Elle est constitue´e par les q valeurs
propres non nulles de la matrice de covariance des variables e´tudie´es sans la pre´sence du
bruit de mesures.
Selon Malinowski (1977), le crite`re IE est suppose´ eˆtre efficace uniquement dans le
cas d’une matrice de covariance de donne´es entache´es par un bruit inde´pendant et iden-
tiquement distribue´. Par conse´quent, l’e´tude d’un tel crite`re se base principalement sur
l’e´quation (B.1). Afin d’e´tablir une consistance the´orique, Malinowski (1977) s’est limite´ a`
l’e´tude du comportement de la fonction IE en montrant sa croissance au-dela` de la qe`me
CPs. Une telle proprie´te´ est justifiable car, d’apre`s (B.1) et (2.52), ce crite`re peut s’e´crire
pour un nombre de CPs supe´rieure ou e´gale a` q comme suit :
IE(ℓ ≥ q) =
(
ℓσ2
Nm
) 1
2
(B.2)
Cependant, l’interpre´tation correcte de l’e´quation (B.2) implique que le crite`re IE ne
surestime plus le nombre des CPs en conside´rant de telle hypothe`se sur la distribution du
bruit. Afin d’assurer que le minimum de ce crite`re corresponde a` q CPs, il faut analyser
son comportement pour toutes valeurs de ℓ. Autrement dit, il faut prouver ou e´tablir une
condition ne´cessaire garantissant la de´croissance de ce crite`re en ℓ pour ℓ ≤ q. Sous cette
condition, nous pouvons montrer que le crite`re IE peut s’exprimer comme suit :
IE(ℓ ≤ q) =
(
ℓ
Nm(m− ℓ)
q∑
a=ℓ+1
λ˚a +
ℓσ2
Nm
) 1
2
(B.3)
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Puisque IE pre´sente des valeurs positives ou nulles, on peut alors ve´rifier le signe de
la diffe´rence suivante pour e´tudier son comportement :
(IE(ℓ− 1))2 − (IE(ℓ))2 =
(m− ℓ)
(
(ℓ− 1)˚λℓ − (m− ℓ+ 1)σ
2
)
−m
q∑
a=ℓ+1
λ˚a
Nm(m− ℓ+ 1)(m− ℓ)
(B.4)
Notamment, le de´nominateur de l’e´quation pre´ce´dente est positif. Par conse´quent, le
crite`re IE est monotone de´croissant en ℓ pour ℓ ≤ q si :
λ˚ℓ −
m
(m− ℓ)(ℓ− 1)
q∑
a=ℓ+1
λ˚a ≥
(
m− ℓ+ 1
ℓ− 1
)
σ2 (B.5)
Cette ine´galite´ repre´sente la condition ne´cessaire et suffisante pour que le crite`re IE
admette un minimum en q CPs. Nous notons qu’une telle condition n’a pas e´te´ e´tablie au-
paravant dans la litte´rature. Elle repre´sente une consistance the´orique qui nous permettra
de mettre en e´vidence l’inconve´nient du crite`re IE. Dans le cas particulier ou` ℓ = q, la
condition donne´e par (B.5) nous permet de de´duire que :
λ˚q ≥
(
m− q + 1
q − 1
)
σ2 (B.6)
Malgre´ que la qe`me CP dispose d’une variance (˚λq) non nulle en l’absence du bruit
de mesures, l’ine´galite´ pre´ce´dente prouve qu’une telle CP ne peut pas eˆtre retenue par le
crite`re IE si λ˚q ne satisfait pas une telle condition.
En outre, une telle condition est parame´tre´e en fonction du nombre des variables m
ainsi que le nombre q, ce qui repre´sente un inconve´nient majeur pour ce crite`re. A titre
d’exemple, on peut supposer une augmentation du nombrem de variables sans changement
de la valeur de q. Par conse´quent, le terme a` droite de l’ine´galite´ (B.6) sera plus se´ve`re,
ce qui augmentera la chance de l’e´limination de la qe`me CP.
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De´monstration de la de´croissance d’une
fonction
Puisque κ repre´sente la dimension du mode`le ACP dans l’espace de repre´sentation de
Y, le sous-espace re´siduel est alors engendre´ par les (m − κ) derniers vecteurs propres
constituant la matrice re´siduelle :
G˜ =
[
gκ+1, · · · ,gm
]
(C.1)
En augmentant la dimension du sous-espace principal par l’addition d’une CP sup-
ple´mentaire, celle-ci va eˆtre retranche´e du sous-espace re´siduel. Ainsi, la nouvelle matrice
re´duite des vecteurs propres re´siduels aura la forme suivante :
G˜r =
[
gκ+2, · · · ,gm
]
(C.2)
On peut alors de´duire que :
G˜ =
[
gκ+1, G˜r
]
(C.3)
Ainsi, les meˆmes remarques sont e´galement valables pour les valeurs propres :
D˜ =
[
dκ+1 0
0 D˜r
]
(C.4)
D’apre`s les deux e´quations pre´ce´dentes, celle de (3.130) peut se re´e´crire comme suit :
u˜2i (κ) =
ζTi Z˜Σ
−1Z˜ζi
ζTi Z˜ζi
= ζTi G˜D˜G˜
T
ζi
(
ζTi G˜G˜
T
ζi
)−1
=
(
dκ+1ζ
T
i gκ+1g
T
κ+1ζi + ζ
T
i G˜rD˜rG˜
T
r ζi
)(
ζTi gκ+1g
T
κ+1ζi + ζ
T
i G˜rG˜
T
r ζi
)−1
(C.5)
Afin de de´velopper le terme inverse´, nous avons utilise´ la proprie´te´ suivante :
(a+ b)−1 = a−1 − a−1
(
a−1 + b−1
)−1
a−1 (C.6)
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en posant
a = ζTi G˜rG˜
T
r ζi et b = ζ
T
i gκ+1g
T
κ+1ζi (C.7)
Par conse´quent, et apre`s simplifications, nous montrons que :
u˜2i (κ) =
(
u˜2i (κ+ 1) + dκ+1
ζTi gκ+1g
T
κ+1ζi
ζTi G˜rG˜
T
r ζi
)(
ζTi G˜rG˜
T
r ζi
ζTi gκ+1g
T
κ+1ζi + ζ
T
i G˜rG˜
T
r ζi
)
(C.8)
avec
u˜2i (κ+ 1) = ζ
T
i G˜rD˜rG˜
T
r ζi
(
ζTi G˜rG˜
T
r ζi
)−1
(C.9)
Ce qui permet de calculer la diffe´rence suivante :
u˜2i (κ)− u˜
2
i (κ+ 1) =

 ζTi gκ+1gTκ+1ζi(
ζTi gκ+1g
T
κ+1ζi + ζ
T
i G˜rG˜
T
r ζi
)
ζTi G˜rG˜
T
r ζi


×
(
ζTi G˜r
(
dκ+1Ir − D˜r
)
G˜
T
r ζi
)
(C.10)
ou` Ir est une matrice identite´ de meˆme dimension que celle de D˜r. Il est clair que :
 ζTi gκ+1gTκ+1ζi(
ζTi gκ+1g
T
κ+1ζi + ζ
T
i G˜rG˜
T
r ζi
)
ζTi G˜rG˜
T
r ζi

 ≥ 0 (C.11)
En outre,
(
dκ+1Ir − D˜r
)
est une matrice diagonale ayant la forme suivante :
dκ+1Ir − D˜r =


dκ+1 − dκ+2 0 · · · 0
0 dκ+1 − dκ+3 0
...
... 0
. . . 0
0 · · · 0 dκ+1 − dm

 ≥ 0 (C.12)
En conse´quence, la forme quadratique suivante est positive ou nulle :
ζTi G˜r
(
dκ+1Ir − D˜r
)
G˜
T
r ζi ≥ 0 (C.13)
Donc
u˜2i (κ) ≥ u˜
2
i (κ+ 1) (C.14)
Celle-ci prouve que la fonction u˜2i est monotone de´croissante en κ.
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Consistance the´orique du crite`re VNRVI
D’apre`s l’e´quation (3.126) et pour un nombre κ de CPs, la variance non reconstruite
de la ie`me variable de la matrice Y est re´e´crite comme suit :
σ2i (κ) =
ζTi G˜D˜G˜
T
ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
(D.1)
avec : G˜ ∈ Rm×(m−κ) est compose´e par les (m−κ) derniers vecteurs propres de la matrice
G de l’e´quation (3.120). Ainsi, D˜ ∈ R(m−κ)
2
est constitue´e des (m− κ) dernie`res valeurs
propres de la matrice D de l’e´quation (3.121).
Notons par G˜q ∈ R
m×q et D˜q ∈ R
q×q deux matrices compose´es par les q derniers
vecteurs et valeurs propres respectivement de G et D. Pour κ = m− q, on peut e´crire ce
qui suit :
σ2i (κ = m− q) =
ζTi G˜qD˜qG˜
T
q ζi
(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
≤
dm−q+1
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
(D.2)
1er cas : κ ≥ m− q Dans ce cas, on peut montrer que :
σ2i (κ) =
ζTi G˜D˜G˜
T
ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
≥
dm
ζTi G˜G˜
T
ζi
(D.3)
Afin que σ2i soit monotone croissante, i.e. σ
2
i (κ ≥ m− q) ≥ σ
2
i (κ = m− q), il faut que :
dm−q+1
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
≤
dm
ζTi G˜G˜
T
ζi
(D.4)
Ce qui implique que :
dm−q+1
dm
≤
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
ζTi G˜G˜
T
ζi
(D.5)
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2e`me cas : κ < m− q En conside´rant ce cas, les matrices G˜ et D˜ peuvent eˆtre de´com-
pose´es respectivement comme suit :
G˜ =
[
G˜1 G˜q
]
(D.6)
D˜ =
[
D˜1 0
0 D˜q
]
(D.7)
ou` G˜1 ∈ R
m×(m−κ−q) et D˜1 ∈ R
(m−κ−q)2 . Les matrices G˜q et D˜q sont celles utilise´es dans
le 1er cas. Puisque G˜1 et G˜q sont orthogonales, on peut de´duire que :
σ2i (κ < m− q) =
ζTi G˜1D˜1G˜
T
1 ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
+
ζTi G˜qD˜qG˜
T
q ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
(D.8)
ainsi,
σ2i (κ < m− q)− σ
2
i (κ = m− q) = ζ
T
i G˜qD˜qG˜
T
q ζi
(
(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2 − (ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
)
+
ζTi G˜1D˜1G˜
T
1 ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
≥ −ζTi G˜qD˜qG˜
T
q ζi
(
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2 − (ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
)
+dm−q
ζTi G˜1G˜
T
1 ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
=
(
dm−q − ζ
T
i G˜qD˜qG˜
T
q ζi
ζTi G˜G˜
T
ζi + ζ
T
i G˜qG˜
T
q ζi
(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
)
×
ζTi G˜1G˜
T
1 ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
≥
(
dm−q − dm−q+1
ζTi G˜G˜
T
ζi + ζ
T
i G˜qG˜
T
q ζi
(ζTi G˜qG˜
T
q ζi)
2
)
×
ζTi G˜1G˜
T
1 ζi
(ζTi G˜G˜
T
ζi)
2
(D.9)
Pour garantir que σ2i (κ < m− q) ≥ σ
2
i (κ = m− q), il faut que le terme a` droite de la
dernie`re ine´galite´ soit positif ou nul ce qui implique que :
dm−q ≥
(
1 +
ζTi G˜G˜
T
ζi
ζTi G˜qG˜
T
q ζi
)
dm−q+1 (D.10)
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Relation entre un seuil de controˆle et celui
reconstruit
En supposant que la direction de reconstruction ΞI est la meˆme que celle du de´faut
re´el et d’apre`s l’e´quation (4.11), l’indice reconstruit γI=J ne de´pend plus du vecteur d’am-
plitudes f du de´faut. En outre, la zone de controˆle approprie´e pour un tel indice demeure
la meˆme inde´pendamment de f. Par conse´quent, on peut calculer a priori la limite de
controˆle Γ2I en l’absence de de´fauts sur toutes les directions possibles ΞI ou` {I = 1, 2, · · · }.
De telles limites de controˆle demeurent e´galement valides meˆme en pre´sence de de´fauts.
On pose γ∗I l’indice reconstruit dans la direction de ΞI en l’absence de de´fauts :
γ∗I(k) = ‖(Im − Ξ
o
IΞ
oT
I )M
1
2 x∗(k)‖2 ≤ Γ2I (E.1)
La forme d’un tel indice est e´quivalente a` celle de γI=J lorsque la direction de re-
construction est la meˆme que celle d’un de´faut re´el. Ainsi, son expression peut se re´e´crire
comme suit :
γ∗I(k) = ‖M
1
2 x∗(k)‖2 − ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖2
= γ∗(k)− ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖2 (E.2)
ou` γ∗ repre´sente l’indice de de´tection exprime´ avec des mesures pre´leve´es sous des condi-
tions normales en l’absence de de´fauts. D’apre`s (3.7), on peut de´duire que :
γ∗(k) = ‖M
1
2 x∗(k)‖2 ≤ Γ2 (E.3)
ainsi,
γ∗I(k) ≤ Γ
2 − ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖2 (E.4)
Etant donne´ que ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖2 repre´sente une quantite´ ale´atoire, la conside´ra-
tion de la moyenne de l’e´quation (E.2) donne :
E{γ∗(k)− γ∗I(k)} = E{‖Ξ
o
IΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖2}
= tr{ΞoIΞ
oT
I M
1
2 E{x∗(k)x∗T (k)}M
1
2 ΞoIΞ
oT
I }
= tr{ΞoIΞ
oT
I MΣ} (E.5)
149
Annexe E. Relation entre un seuil de controˆle et celui reconstruit
Par conse´quent, la re´duction pre´vue dans l’indice γ∗ due a` la reconstruction dans Γ2I
est identique a` tr{ΞoIΞ
oT
I MΣ}. Ce re´sultat peut eˆtre utilise´ pour estimer la limite de
controˆle de γ∗I lorsque celle-ci est caracte´rise´e par la meˆme loi de probabilite´ que celle de
γ∗,
Γ2I = Γ
2 − tr{ΞoIΞ
oT
I MΣ} (E.6)
Une telle e´quation implique que :
Γ2 ≥ Γ2I (E.7)
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De´monstrations d’unification
Sous une notation vectorielle, les parame`tres de l’e´quation (4.69) sont de´termine´s
comme suit :
xi(k) = ξ
T
i x(k) (F.1)
x˜n(k) = ξ
T
n C˜x(k) (F.2)
c˜ni = ξ
T
n C˜ξi = ξ
T
i C˜ξn (F.3)
ou` les vecteurs ξi et ξn repre´sentent respectivement la ie`me et la ne`me colonne de la
matrice identite´.
Puisque ces e´quations repre´sentent des scalaires, nous pouvons de´duire que :
c
x˜2n
i (k) = xi(k)x˜n(k)c˜ni
= ξTi x(k)ξ
T
n C˜x(k)ξ
T
n C˜ξi
= xT (k)ξiξ
T
i C˜ξnξ
T
n C˜x(k)
= xT (k)C˜ξnξ
T
n C˜ξiξ
T
i x(k) (F.4)
Ainsi, l’e´quation (4.71) peut se re´e´crire en rappelant que C˜ est une matrice idempo-
tente comme suit :
PDCSPEi (k) =
m∑
n=1
xi(k)x˜n(k)c˜ni
=
m∑
n=1
xT (k)C˜ξnξ
T
n C˜ξiξ
T
i x(k)
= xT (k)C˜ξiξ
T
i x(k) (F.5)
Concernant la contribution par de´composition partielle de l’indice SPE base´e sur les
CPs re´siduelles, on peut e´crire les scalaires de l’e´quation (4.73) sous une forme vectorielle
comme suit :
ta(k) = ζ
T
a t˜(k) = ζ
T
a P˜
T
x(k) (F.6)
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pai = ξ
T
i P˜ζa = ζ
T
a P˜
T
ξi (F.7)
avec ζa ∈ R
m−ℓ est un vecteur qui repre´sente la ae`me colonne d’une matrice identite´
d’ordre (m− ℓ).
Par conse´quent, l’e´quation (4.73) peut eˆtre exprime´e de la fac¸on suivante :
c
t2a
i (k) = ta(k)paixi(k)
= ζTa P˜
T
x(k)ζTa P˜
T
ξiξ
T
i x(k)
= xT (k)P˜ζaζ
T
a P˜
T
ξiξ
T
i x(k) (F.8)
D’apre`s l’e´quation (4.74), on peut alors de´duire que :
PDCSPEi (k) =
m∑
a=ℓ+1
c
t2a
i (k)
=
m∑
a=ℓ+1
xT (k)P˜ζaζ
T
a P˜
T
ξiξ
T
i x(k)
= xT (k)P˜P˜
T
ξiξ
T
i x(k)
= xT (k)C˜ξiξ
T
i x(k) (F.9)
On peut conclure que les contributions par de´composition partielle de l’indice SPE
en se basant sur les re´sidus (F.5) ou sur les CPs (F.9) sont the´oriquement identiques. En
revanche, leurs re´sultats seront ne´cessairement diffe´rents lorsqu’on annule les contributions
ne´gatives d’une variable donne´e relativement a` un re´sidu ou a` une CP re´siduelle selon le
principe de la me´thode conside´re´e.
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Invalidite´ d’un diagnostic par comparaison
des RBC a` leurs seuils de controˆle
D’apre`s l’e´quation (4.97), l’expression de la RBC se caracte´rise par une forme qua-
dratique. Sous des conditions normales, les seuils de controˆle des RBC peuvent eˆtre de´-
termine´s en s’appuyant sur les travaux de Box (1954) comme suit :
η2RBCγI
= gRBCγI
χ2(h
RBC
γ
I
,α) (G.1)
avec
gRBCγI
=
tr[(ΣM
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 )2]
tr[ΣM
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ]
(G.2)
et
hRBCγI
=
(tr[ΣM
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ])2
tr[(ΣM
1
2 ΞoIΞ
oT
I M
1
2 )2]
(G.3)
Dans le cas des de´fauts complexes, les mesures qui repre´sentent le fonctionnement
normal ne peuvent pas eˆtre ne´glige´es, ce qui implique que l’e´quation (2.59) est reconside´re´e
de nouveau. Selon l’e´quation (4.97), le vecteur qui me`ne a` calculer la RBC du I e`me
ensemble de variables peut eˆtre re´e´crit comme suit :
ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k) = ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k) + ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞIf(k) (G.4)
ce qui peut nous permettre d’e´crire :
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k)‖ ≥ ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖ − ‖Ξ
o
IΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖ (G.5)
On note que ΞoIΞ
oT
I est une matrice idempotente. En se re´fe´rant a` l’e´quation (3.7), on
peut montrer que :
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x∗(k)‖ ≤ ‖ΞoIΞ
oT
I ‖ × ‖M
1
2 x∗(k)‖ ≤ Γ (G.6)
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Ainsi, la substitution de (G.6) dans (G.5) en conside´rant la positivite´ de la norme
euclidienne me`ne a` l’ine´galite´ suivante :
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k)‖ ≥ ‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ ≥ 0 (G.7)
Afin d’assurer que l’effet de propagation du de´faut re´el FJ e´tant capable de rendre les
contributions des autres ensembles I de variables supe´rieures a` leurs limites de controˆle,
il faut que RBCγI (k) > η
2
RBCγI
. En revanche et dans le but qu’un tel de´faut soit e´galement
garanti de´tectable, on doit supposer que :
RBCγI (k) > Γ
2 (G.8)
En s’appuyant sur le principe utilise´ dans l’annexe E, on peut montrer que :
Γ2 > η2RBCγI
(G.9)
Pour que l’ine´galite´ (G.8) soit satisfaite, il est ne´cessaire d’imposer ce qui suit :
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 x(k)‖2 ≥ (‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖ − Γ)
2 > Γ2 (G.10)
Ainsi, la re´solution de l’ine´galite´ pre´ce´dente contraint que :
‖ΞoIΞ
oT
I M
1
2 ΞJ f(k)‖ > 2Γ (G.11)
On de´duit alors que tout de´faut re´el FJ dont l’amplitude satisfait une telle ine´galite´
garantit que la RBC du I e`me ensemble de variables soit supe´rieure au seuil de controˆle
correspondant. Si l’amplitude d’un tel de´faut est importante, il est possible d’identifier
tous les ensembles de variables comme responsables en proce´dant a` un diagnostic de
de´fauts par l’approche RBC compare´e a` ses seuils de controˆle.
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Re´sume´
Ce me´moire de the`se pre´sente une e´tude fondamentale enrichie par des contributions qui sont articule´es
autour de la mode´lisation de processus ainsi qu’un diagnostic de de´fauts en utilisant l’analyse en composantes
principales (ACP).
Dans l’objectif d’un choix optimal du mode`le ACP, une e´tude comparative de quelques crite`res connus
dans la litte´rature nous a permis de conclure que le proble`me rencontre´ est souvent lie´ a` une ignorance des
variables inde´pendantes et quasi-inde´pendantes. Dans ce cadre, nous avons re´alise´ deux de´monstrations mettant
en e´vidence les limitations de deux crite`res en particulier la variance non reconstruite (VNR). En s’appuyant sur
le principe d’une telle variance, nous avons propose´ trois nouveaux crite`res. Parmi eux, deux ont e´te´ conside´re´s
comme e´tant empiriques car seule l’expe´rience permettra de prouver leur efficacite´. Le troisie`me crite`re note´
VNRVI repre´sente un reme`de a` la limitation du crite`re VNR. Une e´tude de sa consistance the´orique a permis
d’e´tablir les conditions garantissant l’optimalite´ de son choix. Les re´sultats de simulation ont valide´ une telle
the´orie en prouvant ainsi que le crite`re VNRVI e´tant plus efficace que ceux e´tudie´s dans cette the`se.
Dans le cadre d’un diagnostic de de´fauts par ACP, l’approche de reconstruction des indices de de´tection ainsi
que celle des contributions ont e´te´ utilise´es. A travers une e´tude de ge´ne´ralisation, nous avons e´tendu le concept
d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction a` tout indice quadratique. Une telle ge´ne´ralisation nous a permis
d’e´laborer une analyse the´orique d’isolabilite´ de de´fauts par reconstruction de la distance combine´e versus celles
des indices SPE et T2 de Hotelling en mettant en avant l’avantage de l’utilisation d’une telle distance. D’autre
part, nous avons propose´ une nouvelle me´thode de contribution par de´composition partielle de l’indice SPE.
Cette approche garantit un diagnostic correct de de´fauts simples ayant de grandes amplitudes. Nous avons
e´galement e´tendu une me´thode de contribution classiquement connue par la RBC au cas multidimensionnel.
Ainsi, la nouvelle forme garantit un diagnostic correct de de´fauts multiples de grandes amplitudes. En conside´rant
la complexite´ de de´fauts, nous avons exploite´ la nouvelle approche de contribution RBC afin de proposer une
nouvelle qui s’appelle RBCr. Cette dernie`re s’appuie sur un seuil de tole´rance pour l’isolation de de´fauts.
Une analyse de diagnosticabilite´ base´e sur la RBCr montre que celle-ci garantit l’identification des de´fauts
de´tectables. Ces derniers sont garantis isolables si leurs amplitudes satisfont les meˆmes conditions d’isolabilite´
e´tablies pour l’approche de reconstruction des indices.
Mots-cle´s : ACP, mode´lisation de processus, variance non reconstruite, de´tection et de´tectabilite´ de de´fauts,
isolation et isolabilite´ de de´fauts, reconstruction, contribution, diagnostic.
Abstract
This thesis presents a fundamental study enhanced by some contributions that are focused on process
modelling and fault diagnosis using principal components analysis (PCA).
In order to find an optimal PCA model, we have concluded through a comparative study of some popular
criteria that the problem is often related to an ignorance of the independent and quasi-independent variables. In
this framework, we have performed two demonstrations highlighting the limitations of two selection criteria in
particular the unreconstructed variance (VNR). Based on the principle of VNR approach, we have proposed
three new criteria, among them two methods were considered as empirical criteria because only the experience
will prove their effectiveness. However the third one which is noted VNRVI represents a cure for the limitation
of the classical VNR criterion. Thus, the conditions that ensure an optimal selection were derived according
to a theoretical consistency study of the VNRVI approach. The simulation results have successfully validated
the VNRVI criterion by proving that is more effective than the other studied criteria in the present thesis.
The reconstruction and contributions approaches were used for fault diagnosis using PCA. According to a
unified study, we have extended the fault isolability concept based on the reconstruction method to any detection
index which has a quadratic form. Such generalization has allowed us to develop a theoretical fault isolability
analysis based on the reconstruction of the combined index versus those of SPE and T2 indices. This analysis has
highlighted the advantage of using the combined index for fault isolation. On the other hand, we have proposed
a new contribution approach by applying a partial decomposition of the SPE index. This approach guarantees
correct diagnosis of simple faults with large magnitudes. We have also extended the classical contribution
method of RBC to the multidimensional faults cases. Therefore, the new approach guarantees correct diagnosis
of multiple faults with large magnitudes. In order to consider the more complex faults, we have proposed a
new diagnosis method called RBCr. Based on a theoretical diagnosability analysis, such method guarantees the
identification of detectable complex faults. These faults are guaranteed isolable if their magnitudes satisfy the
same fault isolability conditions that are established for the reconstruction approach.
Keywords: PCA, process modelling, unreconstructed variance, fault detection and detectability, fault isolation
and isolability, reconstruction, contribution, diagnosis.

